Kinematika

MoV

Tato védni disciplina popisuje a zkouma pohyb hmotnych téles, aniZ ji zajimaji pfi€iny tohoto pohybu.

Pojem hmotného bodu

Nazev hmotny bod (bodové téleso) pouzivime pro modelovy hmotny objekt (o hmotnosti m1), jehoz

rozmery (objem) jsou zanedbatelné malé, matematicky nekone¢né malé.

Zavedeni polohového vektoru

Jestlize v dané kartézské soustavé soufadnic ma hmotny bod okamzitou polohu (v Case t) :
A=(xyz),

potom definujeme polohovy vektor (priwvodic) tohoto hmotného bodu jako vektor s pocdtecnim bodem

v pocdtku O soustavy soufadnic a s koncovym bodem v mist¢ A hmotného bodu (viz obr.) :

Pro matematické vyjadieni polohového vektoru pak mizeme vyuzit libovolnou ze tfi standardnich

moznosti zdpisu vektort, které znite z matematické analyzy :
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r=(x1y12) zdpis privvodide pomoci souvadnic
r=xio+yj+zk zdpis priivodice pomoci sloZek
r=1r-r zdpis priivodice pomoci jednotkového vektoru

Pro vyse pouzity jednotkovy vektor pruvodice plati rovnéZ zndmé vektorova rovnice :

jednotkovy vektor priwvvodice

A také velikost priivodice musi byt v souladu s obecnymi vztahy pro vektory :

- [ 22 2 . o
|r | =T =Xty +2 velikost privodice

V kinematice vzdy sledujeme pohyb hmotného bodu po né&jaké draze s , hmotny bod tedy méni

v prub¢hu casu svoji polohu, méni se proto i jeho polohovy vektor — potom vSechny vySe uvedené

veli¢iny musi byt jednoznacné definovany v kazdém casovém okamziku - jsou to tedy funkce casu
( vektorové funkce, pouze v ptipadé velikosti pruvodice funkce skalarni ).

Kdyz pak dokdZzeme nalézt polohovy vektor jako takovou funkci (a tento problém fesi dynamika) :
Fo=7(t)=x(t)0 + yt) ]+ 2t)k

Znamena to vlastn¢ nalezeni parametrickych rovnic drahy pohybu :

x = x(t)
= y(t) parametrické rovnice drdahy
z =2z(t)

To je prvni vyhoda pouZivani polohového vektoru hmotného bodu. Druhou a hlavni vyhodou je vSak

moznost ,.kompletné* vyjadiit zdkladni kinematické veliCiny - rychlost a zrychleni pohybu - jako

veliCiny vektorové :

Ptipomenime si ale nejprve, co znéte ze stfedni Skoly o definici rychlosti : Je to podil velikosti (délky)

As casti drahy (dseku, elementu dréhy, viz obr.) a ¢asu (Casového intervalu) A7 , za ktery hmotny bod

uvedenou drdhu urazi, tedy :

As
y = —
At




Podil téchto veli¢in 1ze dobie popsat jako drdhu probehnutou za (zvolenou) jednotku casu. Je to vlastné

slovni vyjadreni této veliCiny . Rychlost je (¢iselné) rovna drdze (velikosti, délce drihy) vykonané (urazené,

ubéhnuté) za jednotku casu.

As

Pouzity symbol (A4)u drdahy a ¢asu — velké fecké pismeno delta — se vzdy pouziva k oznaceni zvolené

¢asti n¢jaké veliCiny (jinak feceno intervalu , iseku , elementu ).

U veliCin, které jsou matematickymi spojitymi funkcemi, je pak vhodnéjsi pouZzit termin zména veliiny
— ptipadné piiriastek nebo ubytek této veliciny.

To je také piipad délky vykonané dréhy, kterd je zfejmou (rostouci) spojitou funkci ¢asu :

s = s(t)

A proto jeji libovolnd ¢ast (dsek) je pifrustkem této funkce za zvoleny Casovy interval At = t, — ¢, ,

tj. je rovna rozdilu hodnot funkce v koncovém a pocate¢nim bod¢ tohoto ¢asového intervalu :

As = s(ty,) — s(t;) =5, — 5

Nebo v pon¢kud obecnéjsi formé, bez pouZiti index :

As = s(t+A4t) — s(t)

Zvolena cast veli¢iny — v naSem piipad¢ dsek néjaké drahy - miZe byt libovolné velikou ¢ésti celé drahy

(a tfeba i1 drdha celd). Pak ovSem vypocitand rychlost je spojend s celym takto vybranym tsekem — je to

prumérnd rychlost na tomto tseku drahy. (Napiiklad na stokilometrové drdze z Plzn& do Prahy nds mohou zajimat

pramérné rychlosti na usecich délky nékolika kilometri, desitek kilometru, i na celé draze.)

Pozn. : Pismeno § se tedy pouziva k oznaceni probéhnuté délky drahy, i k oznaceni geometrické
kiivky této drahy.

Veli¢ina primérna rychlost tedy hodnoti rychlost hmotného bodu na celém useku drahy As , ale vibec

nic nam nefikd o ,,Jokdlnim* pohybovém stavu v jednotlivych mensich dsecich této drahy.

Pro detailni popis pohybu se proto zavadi dalsi veliCina - okamZitd rychlost - kterd ma ziejmy smysl

rychlosti v daném ¢ase . V ur¢itém casovém okamziku je hmotny bod také na urcitém misté drihy, tj.

v n¢jakém jejim bod¢.



Vs w2

Pro vypocet takové rychlost pak ale jisté volime co moznd nejmensi ¢ast drdhy — o délce fddoveé metry,
spiSe vSak decimetry, centimetry, milimetry.....a potom musime vyd¢lit tuto drdhu piisluSnym casem
potfebnym k jejimu probéhnuti - ten bude urcité také velmi maly .

Abychom se pfibliZili geometrické predstavé bodu dréhy, ve kterém urcujeme rychlost - jako nekone¢né

malého objektu - m¢l by byt zvoleny tsek drdhy vlastn¢ také nekone¢né maly, tedy ,,prakticky*

nulovy - stejn¢ jako potiebny Cas.

Nulové hodnoty ovSem do vztahu pro rychlost nemtiZzeme piimo dosadit, protoZze zlomek by nemél smysl

- budeme se proto k nulové draze a nulovému Casu tedy pouze pfiblizovat — a diky matematické analyze

se k nim mzeme pfiblizit nekonecné blizko .

Shrame tyto vuvahy :

Pro vypocet okamzité rychlosti pouZijeme stejny vzorec jako pro rychlost prumérnou, tj. bude to podil

¢asti drdhy a Casu potfebného k jejimu vykondni. Do tohoto vzorce v§ak budeme (myslenkov€) postupné
dosazovat stidle mensi a mensi useky dréhy, co nejvice se piibliZujici k nule (a ptislusSné Casy, které se
také budou blizit k nule). Vysledkem bude fada — posloupnost - hodnot rychlosti, které se budou

ptibliZzovat k n¢jaké mezni hodnoté - k nasi pozadované okamzité rychlosti.

Pro tuto mezni hodnotu se v matematice pouzivad pojem limifa a jeji hodnota (a podminky procesu jejiho

vytvareni) se formaln¢ zapisuje standardnim zptisobem :

V piipadé existence funkci v Citateli a ve jmenovateli vyuzijeme ovSem znalosti pfirtistkll téchto funkci :
s(t+At) — s(t)

. . s(t — §(t
v = lim = lim (%) (1)
At =0 At > t, — 1

Pfi tomto procesu piibliZzovéani k mezni, limitni hodnoté nabyvaji tedy Casti veli€in v Citateli 1 jmenovateli
zlomku velmi malé hodnoty. Nejsou piimo nulové, ale k nule se pfiblizuji libovolné€ blizko — jsou to tzv.

nekoneéné malé hodnoty .

K pojmenovéni takové nekonecné malé Césti urcité veliCiny se pak pouzivd matematického pojmu

diferencidlni (elementdrni) cdst (interval, dsek, veli¢ina, element), nebo jednoduSe diferencidl , zejména

je-li tato veli¢ina spojitou matematickou funkci nebo jeji spojitou proménnou.

K oznaéenf diferencialfl pouzivime pismeno d, nékdy O nebo 0 a z predeslého textu je ziejmé, Ze
mohou byt také napsany jako limity :

ds = lim As = lim (s(t+A4t) — s(t)) = lim (s(t,) — s(t;))

At—0 At—0 t, >t

At—0 I, =1

OkamZita rychlost bude tedy definovéana jako podil diferencidlnich ¢asti (diferencidlti) drdhy a ¢asu :



okamZitd rychlost (velikost)

At—0 At dt

Matematicky postup ptiblizovéani se k limitni hodnoté podilu useku drdhy a ¢asového intervalu ale nic

neméni na smyslu tohoto podilu — kazdy ¢len fady, i sama limita, ma stdle vyznam velikosti (délce)
drdhy probéhnuté za jednotku cCasu.

Tedy okamZitd rychlost hmotného bodu vyjadiend jako podil diferencidlnich ¢asti drdhy a ¢asu ma stejny

smysl jako primérna rychlost — je rovna draze (délce, velikosti drahy) urazené za jednotku ¢asu - ale
je definovana v daném misté drahy, tj. v daném case.
VySe jsme jiz uvazili, ze délka vykonané drahy je spojitou funkci ¢asu a také nezdvisle proménnd — ¢as —

je samoziejmé ekvivalentni spojité funkci, proto je tato okamZitd rychlost podilem skutecnych (uplnych)

diferencidli (funkci) a mize byt chdpdna jako casovd zména (piirustek) délky drédhy za jednotku Casu.

Pro prakticky vypocet je potom nejdulezitéjsi, Ze vytvoiend definice okamzité rychlosti je soucasné

také matematickou definici derivace (délky) drdahy podle casu :

ds d
Vv = — = —§(t
dt dt()

Samoziejmé vim, Ze jsem piedchozimi tadky lehce znudil ty z vas, ktefi uz zcela bézné derivuji a
integruji, chtél jsem ale zopakovat pro fyziku dileZité pojmy jako pfirtistek funkce a diferencidl , které
déale pouZijeme u funkce vektorové, a chtél jsem také zduvodnit , pro¢ fyzikové derivaci funkce Casto

rad¢ji nahrazuji podilem diferenciali , ktery ma obecnéjsi platnost .

Uz v termodynamice pozndte, Ze opravdu existuji fyzikalni veli€iny, kterd jsou sice nekonecné malé, ale
nejedna se o skute¢né diferencidly funkci - z jednoduchého divodu, Ze piislusné funkce prosté neexistuji.
Takové je napf. teplo dQ potiebné k (nekone¢n€) malému ohiati plynu - nelze totiz najit funkci Q
(stavovych veli¢in plynu), kterd by popsala celkové ohtati plynu, protoze toto teplo zavisi také na
konkrétnim termodynamickém procesu ohfevu. Pfi exaktnim popisu se pro tuto veli¢inu pouZziva také

odli$né oznaceni — Q - je to tzv. nedplny diferencidl . Zavérem tedy shrneme :

Na formalni znak derivace — tj. zlomek s diferencialnimi veli¢inami - miiZeme vZdy pohliZet jako na
skuteény podil (skuteény zlomek) dvou (nekonecné) malych velicin, ale ne vzdy se také jedna o

matematickou derivaci.

Nyni se uz podivejme, jak lze definovat okamzitou rychlost pomoci polohového vektoru :

Jde totiZ o to, Ze okamZitd rychlost je typickd fyzikdlni yektorovd veli¢ina - tj. ma nejen velikost — tu

jsme jiz stanovili - ale ma také urCity smér (a orientaci).




Veskerd lidskda zkusSenost s mechanickym pohybem nds pfitom ptesvédcuje, Ze (okamzitd) rychlost ma

vzdy smér teény drahy v daném misté. Jak ale nalezneme jeji souvislost s polohovym vektorem

hmotného bodu ?

Jiz pfti definici pruvodice jsme si uvédomili, Ze privodi¢ neni néjaky konstantni vektor, ale Ze se jednd o

vektorovou funkci Casu, nebot’ s hmotnym bodem, pohybujicim se po néjaké draze, se také soucasné
pohybuje koncovy bod tohoto vektoru.

Tak jako jsme vySe definovali zménu ,,0bycejné* skalarni funkce pomoci rozdilu jejich hodnot

v kone¢ném a v pocdteénim bod¢, miZeme stejné definovat zménu (pFiriistek) vektorové funkce —

naseho polohového vektoru — tato zména bude ovSem také vektorova veli¢ina :

Ar = r(t+A4t) — r(t) =r(t,) —r(t;) =r, — r pFiristek (zména) privodice

Nasledujici obrazek nam ukazuje, Ze tento vektor je se€nou drahy hmotného bodu mezi misty 7, a 7, .

Je ztejmé, 7e délka seCny je velikosti tohoto vektoru a Ze se piiblizné rovna délce ¢asti drahy mezi

obéma uvazovanymi misty :

|A17| = As

Rovnost je tim 1épe splnéna, ¢im je secna kiivky kratsi a zfejmé tedy plati pfesné v limité pro nekonecné
maly Casovy interval At , kdy oba krajni body se¢ny splynou do jednoho bodu - se¢na potom piejde na

te¢nu krivky v tomto bodé.
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Pak se vektor piiriistku pravodice blizi nule a vznikd vlastné diferencidl této vektorové funkce :

dr = lim Ar

A0 diferencial pritvodice




Také je mozno formdlné napsat :

dr = r(t+dt) — r(t)

V tomto meznim piipadé, kdy se seCna zméni na tenu, splyva diferencidl privodice s diferencidlnim
elementem drdhy a oba tvofi nekone¢né¢ malou ¢ast drahy hmotného bodu - jejich velikosti jsou tedy

shodné :

|dF| = ds

A je také zfejmé, Ze oba tyto diferencidly jsou také ¢asti primky tecny — mohou byt tedy zakresleny jako

dvé (nekone¢né malé) shodné viseCky — ale diferencidl pruvodice je navic vektor, tj. orientovand tsecka

(ve sméru pohybu hmotného bodu) - Casto se také nazyva orientovanym elementem drahy a k jeho

oznaleni se milZe pouZit stejné pismeno, jako je oznaceni kiivky ( s , nékdy také /) :

orientovany element (kiivky) drahy

Tecna (a také normdla) je v kazdém misté kiivky jednoznaéné definovdna (jeji vypocet je matematicka

zalezitost), proto u drdhy hmotného bodu vZzdy mulzeme pocitat s existenci jednotkového tecného

vektoru T (orientaci volime ve sméru pohybu, viz obr.), sjehoZ pomoci lze standardné vyjadiit

diferencidl privodice — orientovany element drahy :

dr = |dr|-7 = ds-7

Nyni se vratime k vektoru okamZzité rychlosti , ktery rovnéz lezi na tecné drdhy , a lze ho tedy také

vyjadfit pomoci jednotkového tecného vektoru kiivky a zndmé velikosti okamzité rychlosti :

_ds
dt

JestliZze je mozno zachdzet s derivaci funkce jako s obyCejnym podilem diferencidlli, proved'me tedy

vV =v-T T
naznacené nasobeni :
_ ds _ ds-T
V= —-T =

dt dt

Podle horni rovnice v ramecku vSak nyni vznikl v Citateli diferencidl privodice a dostdvame tak velmi

efektni moZnost piimé exaktni definice vektoru okamzité rychlosti pomoci privodi¢e hmotného bodu :

dt A0 At okamZitd rychlost (vektor)




Tento vektor tak obsahuje kompletni informaci o rychlosti pohybu hmotného bodu — jeho velikost je

vvvvvv

md nyni smér tecny drdhy a jednoznac¢nou orientaci (ve sméru pohybu hmotného bodu)

OkamZita rychlost hmotného bodu jako podil diferencidlii privodice a ¢asu miZe byt chdpana (ve shodé

se smyslem podilu skaldrnich diferencidlti) jako c¢asova zména pruvodice (za jednotku casu),

matematicky je to pak derivace priivodice podle Casu.

Pozn. : Pro zkraceni zdpisu se k formdlnimu oznaceni derivace n€kdy pouziva pouze ¢arka nad pismenem

funkce, piipadné tecka , zejména jde-li o Casovou derivaci :

- dr X
Vv =—=r

dt

Derivace vektoru (vektorové funkce) je stejné jako sdm vektor formdlni matematicky vyraz , ktery

konkrétn€ znamena derivaci vSech souradnic vektoru :

Vo= (v,v,,v, )= a di dr =(x,y,.2) zdpis vektoru rychlosti pomoci souvadnic

Pripadné zapsano pomoci sloZek :

s = - dx - dy - dz - O
d+v,-jtv. -k = —i+—-j+—k =x-i+y-j+i-k
y' ItV dt ar v

Vo= v,

Pozn. : Tento slozkovy zdpis je teoreticky velmi vyznamny — ukazuje, Ze libovolny obecny kiivoéary pohyb (jeho rychlost)

1ze rozlozit do tii jednoduchych pohybi, které se konaji na soufadnych oséch, tj. do tif primocarych pohybi — je to vlastné

zdivodnéni principu skldddni pohybii . Uvazme, Ze vlastné také element drahy (dr ) se rozkldda na tii elementy na oséch

(dx, dy, dz) ana dalsi strance uvidime, Ze totéz plati i pro zrychleni pohybu.

Zapis vektoru rychlosti pomoci jednotkového vektoru uz zname - z néj jsme vlastné vychazeli :

v=v7T zdpis vektoru rychlosti pomoci jednotkového vektoru

kde 7 je jednotkovy teény vektor v daném misté drihy a velikost rychlosti v je uréena znidmym

vztahem pro velikost vektoru :

_ [ 2 22
V=4V tyyty; velikost vektoru rychlosti

A soucasné pro velikost rychlosti samoziejmé plati diive odvozena skalarni definice :

ds
dt




Analogickym zpiisobem , jako jsme definovali vektor okamZité rychlosti, mizeme ddle definovat vektor

okamzZitého zrychleni hmotného bodu - tj. jako ¢asovou zménu vektoru rychlosti :

okamZité zrychleni (vektor)

A stejné dobie 1ze popsat vyznam — slovni hodnoceni - této veliCiny : (okamZité) zrychleni je (Ciselné)

rovno zméné (pririustku) rychlosti za jednotku casu (v daném case, v daném misté drdhy).

Do defini¢niho vztahu Ize také hned dosadit pfedchozi vztah pro okamzitou rychlost :

&y d . d*F
a = — = —yV = —
dr  dt dr’
Nebo formalné€ :
N dv KX d’r .
a = — =V = — = 7r
dr dr?

Analogické je také vyjadreni vektoru zrychleni v souradnicich a sloZkdch :

. dv, dvy dv, N d’x d’y d’z N

a=(a,a,a,)= , , = (v, Vv, Vv, )= , , =(xX, 5z
(apaya) = (0T ) = (v ) = (05 0T 00 = (65,2

5=ax17+ay-j+azEzvx;+vy-}+vzl€=x;+y]+zl€

A také jeho velikost :

_ [ 2, 2, 2
a = 4| ay+ay+a;

Je vSak vynechdn zdpis pomoci jednotkového vektoru, nebot’ uréeni sméru tohoto vektoru, na rozdil od
sméru rychlosti, jiZ neni trividlni.
Smér vektoru zrychleni mizeme totiz vidét piimo z definice této veliCiny (jako podilu diferencidlu
rychlosti a diferencidlu Casu), kterou piipadné¢ upravime s vyuzitim moznosti manipulovat s podilem
diferencidli jako s obycejnym zlomkem :
i-P_ L

dt  dt

Tato vektorova rovnice ndm ftikd, Ze smér zrychleni je ddn smérem diferencidlu rychlosti , tj. zmény

(ptirtistku) rychlosti - nebot’ ndsobeni skaldrem md vliv pouze na velikost vektoru a neméni jeho smér.




Jestlize si pak nakreslime do obrdzku pfirtistek rychlosti jako rozdil vektorti rychlosti ve dvou
(nekonecné) blizkych bodech drihy :
dv =v(t+dt) — v(t)

a uvazime-li razné moznosti velikosti a sméru téchto vektorti (v disledku nerovnomérnosti pohybu a

rizného mozného zakfiveni drahy), pak je jisté ziejmé, Ze vektor okamZzitého zrychleni mize mit

v prostoru zcela libovolny smér.

ProtoZe u drahy pohybu jako geometrické kiivky 1ze v kazdém bodé vZdy jednoznacné urcit tecnu a

normdlu , provadi se velmi Casto rozklad vektoru zrychleni do téchto dvou smért (v roviné kiivky

v daném misté, jinak v prostoru je nutno pridat tfeti smér — binormélu).

Jde vlastné o rozklad vektoru zrychleni do dvou kartézskych os na tenou a normdlovou slozku :

T+ a n

a=a, +a, =a; n rozklad vektoru zrychleni

kde 7 je jednotkovy teény vektor (pouZity jiz u vektoru rychlosti) a 71 je jednotkovy norméalovy

vektor (viz obr.)

[normala

" oskulaéni \\
kruznice \
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Pro stanoveni obou téchto slozek zrychleni vyuZijeme zndmy zdpis rychlosti pomoci jednotkového
te¢ného vektoru :
vV = v-T

a vypocitame zrychleni s vyuZzitim pravidla o derivaci soucinu (které plati jak pro soucin dvou skalara

(funkci), tak i pro soucin skaldru a vektoru a rovnéZ pro soucin dvou vektori, skaldrni i vektorovy, jak se
muZete sami presveédCit rozepsanim vektorovych vyrazi do soutadnic) :
- dv d - dv . dt
a=—=—(v7T)=—7T+ v —
dt dt dt dt

Prvni ¢len obsahuje jednotkovy tecny vektor a skalarni vyraz - je to jiz tedy evidentné tecna slozka

zrychleni. Jasn¢ pfitom vidime, Ze derivace velikosti rychlosti podle ¢asu neurCuje celé zrychleni, ale

pouze tuto jednu sloZku.

Upravujme déle druhy ¢len pomoci formélniho pojeti jednotkového tecného vektoru jako slozené funkce :

T =17(t) = 7(s(t))

Pak mtzeme totiz pouZzit pravidel o derivaci sloZené funkce :

di _ di ds _dE

— —y
dt ds dt ds

Podivejme se nyni, jak vypadaji tyto veliCiny v libovolném misté drdhy hmotného bodu a jaky je jejich

vztah k oskulaéni kruZnici poloméru R :

/1)5 /

/ oskula¢ni
kruznice /
ao
/ |
/
/
/
/
/
¢S

|
|
|
|
|
|
by
|
|
|
|
|
|
|

S pomoci obrizku pfedeviim uvazme, jaky smér méd vektor d7 - musi mifit pravé do stiedu této

oskulaéni kruZnice, tj. m4 smér jednotkového normélového vektoru 7 kiivky — proto tedy je moZno

vektor d7 zapsat pomoci jeho velikosti a tohoto jednotkového vektoru :
dt = dt-n

11



Jest& vyuzijme stejného thlu d@ v podobnych trojihelnicich vytvofenych teénymi vektory a poloméry
oskulaéni kruZnice na pocdtku a konci ¢asového intervalu dt (viz. obr.) :

_dr _ds

d
4 1 R

Casovou zménu jednotkového te¢ného vektoru lze pak jednoduse vyjadfit :

dt dTt dt-n n ds n %

— = —y = v =dTt-—-Vv V= —

dt ds ds ds R ds R

Tento vysledek dosadime do vychoziho vztahu pro zrychleni :

~  dv . dt  dv .

id=—7T+vVv—=—7T+ v
dt dt dt

A v kone¢ném tvaru :

Vo
_.n
R

L dv . VL
a = ar T+ R n rozklad vektoru zrychleni
Pro velikosti sloZek vektoru zrychleni tedy dostdvame :
_dv
ar = ar velikost tecné slozky zrychleni (,,tecné zrychleni*)
an, = ? velikost normdlové sloZky zrychleni (,,normdlové zrychleni*)

Pomoci téchto sloZek pak také muZeme jednoduse vyjadiit velikost vektoru zrychleni, nebot’ to jsou

kartézské slozky :

[ 2 +dl . )
a=+a, Ta, velikost zrychleni

Z uvedenych rovnic je zfejmé, Ze zrychleni krivocarého pohybu neni nikdy nulové. I v piipadé

rovnomérného pohybu (tj. konstantni rychlosti v, jako napf. rovnomérny kruhovy pohyb), kdy je sice

te¢né zrychleni rovno nule :
dv

b _ — = 0
dt

je ale v dusledku zakfiveni drahy (existence poloméru kfivosti R) vZdy nenulové zrychleni normélové

a

(dosttedivé) , samoziejmé pokud je nenulova rychlost :

12



Diéle si blize vSimneme kruhového pohybu , jako specidlniho ptipadu pohybu kfivo€arého, velmi Casto

vyuzivaného v technickych aplikacich i v teoretickych tdvahéch :

Kruhovy (rota¢ni) pohvb

Aniz opét zkoumdme piiciny takového pohybu (v dynamice uvidime, Ze na hmotny bod musi plisobit
konstantni dostfediva sila), konstatujeme pouze, Ze drdhou hmotného bodu je kruZznice o poloméru R se
sttedem v né&jakém bodé& S .

K popisu kruhového pohybu pak vétSinou zavadime uhlové veliciny (viz obr.) :

Vyuzivime pfitom geometrické definice ihlu (v radidnech) pomoci drihy s opsané (vykonané) na
obvodu kruznice o poloméru R (kladny smér ode¢tu dhlu volime standardné proti sméru hodinovych

rucicek) :

R)
v =% [rad]=[-] definice iihlu

kterd matematicky také znamend jednoznaéné prirazeni (vztah) velic¢in vykonané drahy s a thlu ¢

opsaného pruvodicem :

s = R-@

Tuto rovnici derivujme podle Casu, tj. derivujme jeji pravou i levou stranu :
ds d
as _ r.9?
dt dt
13



Mame jiz n€jaké zkuSenosti s diferencidly, miizeme proto uvazit, Ze vzniklé casové zmény drahy a dhlu

znamenaji samozfejm¢ na jedné strané¢ drdhu vykonanou na obvodu za jednotku Casu , tj. obvodovou

rychlost v, kterd je zfejm¢ ekvivalentni obycejné ,,drdhové* okamzité rychlosti (skalarni) a na strané

druhé pak dostdvame uhel opsany priivodicem za jednotku Casu , tj. @hlovou rychlost o :

_ds

V= ar obvodovd rychlost
_do

w = E thlovd rychlost

Objevili jsme tak dalsi jednoznacny vztah mezi drahovymi a tihlovymi veli¢inami, nyni rychlosti :

vy =R-w

Tuto rovnici znovu derivujeme :

dv —R'dw

dr dr

Na levé stran¢ vznikd zndmd velic¢ina tecného zrychleni a, a na strané pravé je pak Casovd zména

uhlové rychlosti, tj. #hlové zrychleni ¢ :

dv

ar = Z tecné zrychleni
dw

= E tihlové zrychleni

A mame tfeti vztah pro drdhové a uhlové veliCiny, tentokrat pro zrychlent :

a, = R-¢€

Jelikoz lze i1 dostiedivé zrychleni vyjadfit pomoci tihlové rychlosti :

2 2
R-w
o = ROV _ py
R R

znamend to, Ze kruhovy (rota¢ni) pohyb je thlovymi veli¢inami (¢, ®, &) dostatecné popsdn — tj. umime

z nich jednoznac¢né urcit vSechny drdhové veliCiny (drdhu, rychlost a zrychleni — tedy vlastné pouze

jejich velikosti s, v, a).

14



Uvazme ovsem, Ze drahové veliCiny jsou ale obecné vektory . Pak se naskytd otdzka, zda by bylo mozno

definovat vektorové také uhlové veliCiny - v prvni fad¢ thel opsany pravodicem.

Zakladni podminkou je zde jist¢ nalezeni sméru takového vektoru, ktery by bylo mozno jednoznaéné

prifadit tomuto thlu, tj. vlastné i celému kruhovému (rota¢nimu) pohybu. Tuto vlastnost ma piimka

prochdzejici sttedem kruhové drdhy a kolma k rovin€ pohybu, tj. rotacni osa .

osa rotace

=~y

Jednotkovy normdlovy vektor n , kolmy k roviné rotace, definuje proto jednozna¢né smér této osy a

také hledany smér vektoru hlu - jeho orientace se potom standardné voli tak, aby z konce normélového

vektoru bylo vidét pohyb po kruZnici v kladném smyslu a jeho velikost pak jist¢ stanovime rovnou

(kladné) velikosti opsaného thlu :
(2] = ol

Pro vektor thlu tedy mizeme pouZit zapis pomoci jeho velikosti a jednotkového vektoru :

¢ =¢n

vektor opsaného uhlu

Potom se i dalsi thlové veli€iny stanou ,,automaticky‘ vektorovymi veli¢inami :

15



@_@

- dt vektor uhlové rychlosti

Pred dal$im krokem uvéazime, Ze smér vektoru dhlové rychlosti je uréen smérem diferencidlu dhlu, tj.

smérem piirastku (zmény) dhlu — to ale znamend zménu sméru osy rotace - coz je jisté velmi zdsadni

zména rota¢niho pohybu, kterd sice obecné muze byt skute¢né jakdkoliv , ale napiiklad u nesc¢islného

poctu rotujicich strojnich soucasti s pevnymi loZisky se v béZném provozu ani neocekdva (rizné hiidele,

kola, turbiny, motory...).

To je jednoduchy ptipad tzv. pevné osy ., kterd udrZuje Kkonstantni smér v prostoru a nepfipusti proto

jinou moznost nez d@ || @ . Uhlovi rychlost bude potom také ve sméru osy rotace (a jeji orientace bude

stejnd jako orientace diferencidlu thlu, tj. z konce vektoru bude vidét ptirtistek uhlu v kladném smyslu) :

Analogicky vypocitame vektor thlového zrychleni :

_ da
€ = I vektor tihlového zrychleni

Jeho smér je opét jednoznacny pouze u pevné osy , kdy pak vlastné vSechny thlové veli¢iny budou leZet

v jedné piimce — v ose rotace :

£|a| ¢

Pii rotacnim pohybu hmotného bodu (i télesa) se vzdy snazime umistit vztaznou soustavu souiadnic tak,

aby jeji pocatek leZel na ose rotace, piitom neni nutné, aby byl piimo ve stfedu kruhového pohybu (viz.

obr.) :

Pak lze totiZ popsat vztah mezi drdhovymi a vektorovymi veli¢inami skutecné jednoduchymi, hezkymi

rovnicemi, jak laskavy ctendr déle nahlédne.

Vyjéadieme nejprve polomér kruhového pohybu hmotného bodu (viz. obr.):

R =r-sina

Potom pro obvodovou rychlost dostaneme :

v=Rw®w=r-sina-a

To je ale velikost vektorového soucinu a vektor rychlosti tak miZe byt vyjadfen vztahem (zkontrolujte na

obrazku smér vektoru) :

V=moXTr )
obvodovd rychlost
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Dile vypocitdme vektor zrychleni jako derivaci tohoto vyrazu, s vyuZitim znalosti derivace soucinu a
znamych vyrazl pro thlové zrychleni a obvodovou rychlost :
~ dv d _ . do - . _dr .
a =— = —(WXr)=—Xr + WX— = EXr + WXV = EXr + WOX(WXr)
dt dt dt dt

Uvazime-li podle obrazku sméry vyslednych vektorii, dostdvame vlastné rozklad vektoru zrychleni na

tecnou a normdlovou slozku (psiat zdvorku neni nutné, jestlize pfijmeme dohodu, Ze postupné

matematické operace se konaji zprava doleva) :

Ql
Il
™y
X
N

tecné zrychleni

Qy
I
S
X
S
X
N

n normdlové zrychleni

Opét vidime, Ze u kruhového rovnomérného pohybu, ktery ma konstantni obvodovou 1 thlovou rychlost,
je te€né zrychleni nulové :

a, = EXr =0

A celkové zrychleni je uréeno pouze zrychlenim normalovym (dostfedivym) :

2
v

=d, =0OXOXr =-—n#0
R

Ql

K. Rusnak, verze 02/2006
rev. 02/2007

konec kapitoly
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Dynamika hmotného bodu

Dynamika zkoumd pohyb (hmotného bodu a redlnych téles) v souvislosti s jeho pfi€inami — silami, které

maji ptivod ve vzdjemném piisobeni mezi hmotnymi objekty.

Zikladem dynamiky a vlastné celé klasické mechaniky jsou Newtonovy zdkony (1687):

1) Zdkon setrvacénosti

Téleso setrvava v klidu nebo v pohybu rovnomérném piimocarém, pokud neni nuceno pisobenim

okolnich téles tento sviij stav zménit

Tato jednoduchd véta obsahuje zdvaind a principidlni tvrzeni :

Konstatovani klidu nebo pohybu rovnomérného piimocarého je vlastné vysledkem hodnoceni

rychlosti télesa, kterd — jak vime — musi byt stanovena pomoci polohového vektoru, definovaného v

néjaké soustavé soutradnic. Pojem klidu nebo pohybu tak zdvisi na volbé soustavy soufadnic — je

tedy relativni. Z hlediska zdkona setrvacnosti jsou pak klid a pohyb rovnomérny piimocary zcela
ekvivalentni - coz je v dobrém souladu s tim, Ze oba tyto stavy jsou vlastn¢ popsiany konstantnim

vektorem rychlosti (v klidu nulovym)

Protoze plati princip skldddni pohybt (blize viz dalsi kapitola), je ziejmé, Ze kdyby konstatovani
takového pohybu nebo klidu néjakého télesa platilo soucasné ve dvou vztaZznych soustavdch, ftj.

v obou soustavich by téleso mélo konstantni vektor rychlosti, pak by vzajemny pohyb soustav musel

byt také popsdn konstantnim vektorem rychlosti — byl by to tedy také rovnomérny piimocary pohyb.

Takové soustavy souradnic , kdy se jedna vuéi druhé pohybuje rovnomérnym piimocarym

pohybem , se nazyvaji inercidlni a zakon setrvacnosti vlastné také tvrdi, Ze tyto soustavy existuji .

Pisobeni jiného télesa (okolniho) na téleso sledované — to je vlastn¢€ obecna definice sily .

Je proto mozno konstatovat, ze v klidu nebo v pohybu rovhomérném primocarém neplisobi na

téleso zadna sila (tedy nulovi sila — tomu je ale matematicky ekvivalentni stav, kdy na téleso plisobi vice sil , ale

maji nulovou vyslednici - jejich G¢inky se pak navzdjem vyrovnavaji, je to tzv. ,, rovnovdzny stav télesa* )

Jakmile zacne sila (okolni télesa) plisobit, nastane zména stavu (pohybového = dynamického) t€lesa

- atoje tedy vysledek piisobeni sily (doposud konstantni vektor rychlosti télesa se zaéne ménit - tim vznikne

nenulové zrychleni — o jeho velikosti pak pojedndva ndsledujici zdkon sily).
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Newton se domnival, Ze existuje n&jakd vyznacnd, zdkladni inercidlni vztaznd soustava soufadnic —

absolutni prostor , ktery je zakladni podminkou, pfedpokladem vSech (mechanickych) déji. Newton také

predpokladal existenci absolutniho casu , stejné rovnométné plynouciho ve vsech soustavéch.

2) Zdkon sily (pohybovd rovnice)

Slovni vyjddreni : OkamZité zrychleni télesa je piimo timérné piisobici sile (a neprimo iuimérné

setrvacné hmotnosti télesa).
Protoze se jedna o umeéru vektorovych veli¢in, znamend tento vztah nejen skuteCnou piimou Uméru

velikosti zrychleni a velikosti pisobici sily, ale také stejny smér a orientaci téchto velicin (viz obr.).

v
m
N S
dv
draha
F —

a

Pfi ptsobeni sily tedy téleso (hmotny bod) v souladu s prvnim zdkonem zméni svlij pohybovy stav — z

pohybu rovnomérného piimocarého na pohyb zrychleny. Protoze velikost a smér ptsobici sily mohou

byt obecné jakékoliv — bude takové i odpovidajici zrychleni pohybu. Libovolnd bude tedy i zména
rychlosti v daném misté drahy, coZ znamena nejen zménu velikosti rychlosti ale i zménu jejiho sméru — tj.

zménu teny drahy. Pusobici sila proto miize vytvorit jakykoliv nerovnomérny kiivocary pohyb.

Pozn. :  Z minulé kapitoly vime, Ze se mechanické pohyby jednoduSe sklddaji (sCitaji se jako vektory), proto se stejné

jednoduse také skladaji sily — jednozna¢ni puivodci téchto pohybu.

Pohybova rovnice je rovnici vektorovou , tj. je to formdlni matematicky vztah, ktery se pti konkrétnim

vypoctu musi rozepsat do vektorovych soutadnic:

2
F =m-ag. = m-2-%
* . dt®
g2
dt
2
F. =m-a =m-4%
z z g2



Nebo zjednodusené pomoci formalniho zapisu derivaci :

m-xX = F,
m-y = F y pohybové rovnice
m-zZ = F,

Dostavame tedy tii skalarni rovnice. Jsou to parcidlni diferencidlni rovnice 2. iddu s nenulovou pravou

stranou. Pro jejich feSeni je nutno zadat ptsobici silu (soufadnice) a hmotnost télesa.

Vysledkem jejich feSeni pak budou soutadnice pruvodice jako funkce Casu , tedy vlastné parametrické

rovnice drdhy hmotného bodu :

x(t)

X
y =Y ( t) parametrické rovnice
Z

= z(t)

Znich - jak vime z minulé kapitoly — je pak mozno stanovit ySechny kinematické veli¢iny pohybu

hmotného bodu. Sestaveni a vyfeSeni pohybovych rovnic je proto zakladnim vikolem dynamiky .

Konkrétni feSeni vySe uvedenych diferencidlnich rovnic zdvisi samoziejm¢ na matematickém tvaru

pravych stran — tj. na ptisobici sile - a miZze byt velmi komplikované (staci si predstavit napi. obycejnou

brzdici silu, kterd je v rtznych piipadech (vzdjemné tfeni dvou pevnych téles, tfeni pevného télesa

s kapalinou, s plynem) tmérnd riznym mocnindm rychlosti).

Jako jednoduchou aplikaci si v nésledujicich fddcich ukdZeme feSeni pohybovych rovnic v piipadé

konstantni sily ptisobici ve sméru pohybu hmotného bodu :

Konstantni velikost a neménny smér a ma pak podle pohybové rovnice také zrychleni i zména rychlosti

hmotného bodu — vznika proto primocary, rovhomérné zrychleny pohyb . Jestlize poloZime piimku

dréhy s napfiklad do osy x, miZeme vektory sily a priivodice zapsat nasledovné :
F =(F.,0,0)=(F,00)

r =(x,0,0)=1(s500)

Stejny smér osy X maji potom i vektory rychlosti a zrychlent :

Vv =(v,,0,0) =(v,0,0)

a=1(a,00)=1(a00)



A ze tff pohybovych rovnic je nenulova pouze jedind, pro x-ové soutadnice :

m-xX = F,

Pomoci vyse uvedeného zdpisu soutadnic miiZeme ob¢ strany této rovnice napsat :

d d*
m-k’zm-azm-—v:m-—S=Fx=F
dt dt?

V tomto nejjednodussim mozném piipadé, kdy pohybova rovnice neobsahuje Zadné dalSi derivace

soufadnic, mizeme provést jeji vyfeSeni postupnou primou integraci : z rovnice lze totiZ ihned stanovit

konkrétni velikost zrychlent :
F

a = — = konst.
m

A protoze zrychleni je derivace rychlosti :

dv
a = —

dt

Muzeme zpétné prejit k rychlosti obradcenym postupem — pomoci neurcitého integralu (tzv. primitivni

funkce, nezapomeneme pfitom pfi¢ist moznou konstantu) :

v = _[ a + C;

ProtoZe zrychleni je konstantni, miizeme ho z integrdlu vytknout a zbyly integrdl z jednicky je roven
proménné (tj. casu) v prvni mocning :

v=_[a+C1=a-J.]+C1=a-t+C1

Tento vztah pro rychlost hmotného bodu (pii pfimocarém, rovnomérné zrychleném pohybu) plati zcela

obecné¢ — jeho integra¢ni konstanta pak umoZziuje ,,pfizpasobit”, specifikovat tuto rychlost pro

jakékoliv konkrétni podminky pohybu - tzv. okrajové podminky fesené ulohy :

Nejcastéji se pouzivaji pocateéni podminky pohybu, kdy stanovime pro pocatek sledované drihy

konkrétni hodnoty vSech proménnych veli€in :
* pocatecni ¢as 7, (vétSinou volime nulovy , tj. = 0 , coz je vyhodné, ale neni to nezbytné)

 podateéni rychlost hmotného bodu v, , tj. rychlost v poddteénim dase: v, = Vv (1, )

e podate¢ni drahu hmotného bodu S, ,tj. dréhu v po¢dte¢nim Case. s, = s(1, )

Pozn. : Je zfejmé, Ze takto mize byt zaddno i jakékoliv jiné misto drdhy a Ze v obecném trojrozmérném piipadu ptijde o

stanoveni vektoru rychlosti a privodice tohoto mista drahy.



Integracni konstantu pak urc¢ime tim zptisobem, Ze pocatecni podminky (pouzijme nulovy pocatecni Cas)
dosadime do obecného vztahu :

Vo = a- 0+ C ]

Dostdvame ihned :

C 1 = Vo

A vznikd ndm tak zndmy sttedoSkolsky vztah pro rychlost rovnomérné zrychleného pfimocarého pohybu :

v=at+ Vo rychlost rovnomérné zrychleného pohybu

Pozn. : Nase pohybova rovnice je vhodnd i pro ukdzku feSeni diferencidlnich rovnic metodou

separace proménnych (oddéleni proménnych veli¢in) :

PouZijeme vychozi vztah pro zrychleni jako derivaci €asu :

dv
a = —

dt
Rovnici vyndsobime diferencidlem Casu (a pfipadné piehodime strany) :
dv = a-dt

Tim jsme dosdhli stavu, Ze na levé stran¢ rovnice je pouze funkce (zavisle) proménné — rychlosti v a
na druhé strané je pouze funkce (nezavisle) proménné — asu 7, pficemZ leva strana (a tedy i ji rovnd
strana pravd) ma fyzikdlni vyznam diferencidlniho prirustku (velikosti) rychlosti za ¢as (Casovy
interval) df .

Vzdy, kdyZ u diferencidlni rovnice dokdZeme oddélit proménné veli¢iny, pokracujeme v feseni tak,
Ze udélame urcity integral levé i pravé strany. Z matematické analyzy byste méli védét, Ze tento

matematicky tkon vytvoii v definovanych mezich (limitn{i) soucet integrované veli¢iny — na levé i

pravé stran¢ rovnice — a rovnost ziistane zachovana, pfitom v naSem piipadé md vysledek i jasny
vyznam : kdyZz integrujeme — séitime — (diferencidlni) pfirGstky rychlosti, dostaneme celkovy
priristek rychlosti (na né¢jakém tseku drahy hmotného bodu).

Pravé separace proménnych pak umoziiuje, aby kazdy integral - na levé i pravé stran¢ rovnice - mél

pouze jedinou integra¢ni proménnou a aby v této proménné byl také vyjadien integra¢ni obor —

tj. uvazovany usek drahy hmotného bodu.

Nezanedbatelnou vvhodou této metody je také to, ze kdyZ se pfi definovani integracnich mezi

pouziji okrajové podminky pohybu, ihned se tim ,,automaticky* stanovi i integracni konstanty :

Konkrétné v naSem piipade je na pravé strané integrani proménnou ¢as - uvazime tedy, Ze se pfi
pohybu hmotného bodu na sledovaném dseku dréhy bude ménit od pocdtecniho Casu f,, (to bude

dolni mez integréilu, v naSem pifpadé nula) do né&jakého koneéného ¢asu  (horni mez integrélu) ,
ktery povaZujeme za libovolny, obecny, a proto k nému nepiSeme zZadny index (vznika tim sice

formalni chyba - Ze je konkrétni hodnota horni meze integralu oznalena stejné jako integracni

proménnd — spravnéji bychom tedy méli horni mez nazvat napf. 7; a teprve na zdvér v diskusi
5



prohlaésit, Ze ji povazujeme za libovolnou veli¢inu a proto ji pfezna¢ime na I - ale timto zkrdcenym
postupem zrychlime nés vypocet.)

Na levé strané¢ pak je integraéni proménnou rychlost hmotného bodu, kterd se bude ménit od
pocétecni hodnoty V,, do kone¢né rychlosti vV (a d€ldme stejnou formélni chybu v oznaceni horni

meze, ale opét tim Setifme cas) :

v t
J.dv = Ia-dt
v, 0

Jak zndmo, k vypoctu urcitého integrilu také potiebujeme primitivni funkci (tj. neurcity integral

integrované veli¢iny), do které postupn¢ dosadime horni a dolni mez integra¢ni proménné a vysledky

odecteme — coZ se formdln¢ zapisuje jako :

Voo t
LT = el
Po dosazeni na obou strandch potom dostaneme :
v—v, = a-(t-0)

Nakonec tedy vznika stejna rovnice, jako u piimé integrace :

v=at+y,

Dile pokracujeme analogickym zptsobem :

ProtoZe nyni jiZ zndme rychlost pohybu a je to derivace drdhy podle ¢asu :

ds

v=-—"—=uat+v,

dt

Muzeme drahu vypocitat jako integral této rychlosti (opét neurcity integral a dalsi integracni konstanta) :

s:Jv+C2:I(a-t+v0)+C2

Integral souctu je soucet integralli a integrované funkce jsou velmi jednoduché :

s = J(a-

1
L+ v,) + Cy = Jat + [v, + C ZEa-t2+v0-t + C,

Integracni konstantu pak opét stanovime tim zplsobem, Ze do vzniklého obecného vztahu dosadime

okrajové podminky (v nasem piipadé dosadime pocatecni drahu v pocate¢nim ¢ase — nulovém) :

S, = 5a-02+v0~0 + C,

1
Resenim je :
C2 =S5,

A dostavame vztah pro drahu rovnomérné zrychleného pifimocarého pohybu :



draha rovhomérné zrychleného pohybu

Pozn. : Opct 1ze pouzit metodu separace proménnych : napiSeme vychozi vztah pro rychlost jako
derivaci drdhy :
ds

— =a-t+v
dt ¢

Rovnici vyndsobime diferencidlem casu :
ds = (a-t + v, )-dt
A tim jsme opét dosdhli stavu, Ze na levé strané rovnice je pouze funkce (zdvisle) proménné — drahy

s a na druhé strané je pouze funkce (nezavisle) proménné — ¢asu f , pfi¢emzZ ob¢€ strany rovnice maji

smysl — tentokrat diferencidlniho piirtstku drdhy za ¢as dr .

Dale opét udélame urcity integrdl obou stran — na kazdé strané tak dostaneme celkovou délku
ub&hnuté drahy a rovnost se nezméni. Integracni konstantu opét vytvoiime pfi stanoveni integra¢nich
mez{ :

Na pravé strang je integra¢ni promennd ¢as a bude se ménit od nuly do libovolné hodnoty 7, na levé
strané pak je integrac¢ni proménnou drdha , kterd bude nartstat od poc¢ate¢ni hodnoty s, do konecné
velikosti § :

t
j‘ds = J(a~t + v, )-dt
0

So

Meze integralti opét dosazujeme do primitivnich funkci

R APV
[S]so = [5a "+ v,
Dostaneme :
_ 1 2 1 2
§=S, = Sra-t” + vyt — (§~a°0 + v, 0)
A vznikd samoziejmé stejnd rovnice jako piimou integraci :
s = é-a-t2+ v, -t + s,

Pohybové rovnice budete také probirat na cviceni a s nékterymi dal$imi standardnimi zptsoby feSeni

diferencidlnich rovnic se jeSté sezndmite koncem semestru v tématu ,,Kmity a vinéni*.



Nyni dile pokro¢ime ve vykladu druhého Newtonova zdkona : Casto je vyhodné misto rychlosti

pouzivat obecnéjsi veli¢inu, kterd zavisi i na hmotnosti a kterd tedy ,,kompletnéji* popisuje pohybovy

stav télesa (hmotného bodu) :

p = my hybnost (hmotného bodu)

v
a1}
I
3
<i

draha

QY

T

Pro ¢asovou zménu této veli€iny plati (rovnici derivujeme) :

—

dt dt

ProtoZe jsme tim dostali pravou stranu pohybové rovnice — je zfejmé, Ze s vyuzitim vektoru hybnosti

=m-d

Vv s

muiZeme tedy napsat zdkon sily ve formalné jednodussim tvaru :

F=2
o E zdkon sily (druhy tvar)

Slovni vyjddreni : casovd zména hybnosti je rovna (je timérnd) puisobici sile .

Je to 1 pivodni Newtonova formulace 2. zdkona a je velmi pozoruhodné, Ze tento tvar pohybové rovnice
plati i ve specidlni teorii relativity (na rozdil od ptfedchoziho ,technického* tvaru pohybové rovnice,

pouzivajiciho veli¢inu zrychleni).

3) Zdkon akce a reakce

Jestlize jedno téleso piisobi na druhé téleso né&jakou silou (F' ), pak také soucasné piisobi druhé

t&leso na prvni téleso silou stejné velikou, ale opa¢né orientovanou (— F).




1. téleso 2. téleso

- >

Tento zdkon ndm napt. vysvétluje, pro¢ té€leso na podloZce neméni svlij pohybovy stav (ziistane v klidu),
i kdyZ na né&j ptsobi gravitacni sila.. Obecné ovSem nezdleZi na tom, jestli jsou télesa v ,,dotyku®, nebo na
sebe ptisobi ,,na dalku®.

v _vs

Zasadni _dulezitosti pak nabyva tento zakon pii popisu soustav hmotnych bodi a redlnych téles (fesi

problém vnitinich sil).

Uved'me dale pro ilustraci nékolik praktickych a zajimavych sil :

1) Tiha télesa

Se znalosti pohybové rovnice:

—

F =m-a

nyni dobfe chdpeme ndzev zemské tihové zrychleni pro gravitacni tthovou konstantu g, a i moZnost

vektorového zdpisu tihové sily télesa :

Qy

tiha télesa

i
1l
o}

1€
€

Pritazliva sila Zem¢é musi ovSem spliiovat gravitacni zdkon (uved’'me zatim jen zndmy skaldrni tvar,

vektoroveé pozdéji) :

— _ M-m _ M
G =F, =k 2 = m-/c-r—z

Porovnanim s pfedchozim vztahem pro tihu dostaneme vztah pro zemské tthové zrychleni a mtizeme také
vypocitat jeho velikost na povrchu Zemé, kdyz dosadime hodnoty gravitacni konstanty, hmotnosti a
poloméru Zemé :

g=xM =M < 98Im/s?
r l"Z



2) Dostredivd sila

Vime jiz, ze celkové zrychleni hmotného bodu Ize vyjadfit pomoci tecné a dostiedivé slozky :
a =a;, + a,

Kdy?z tento vztah dosadime do pohybové rovnice :

— — —

F=ma=m-(a, +ad,)=m-a, + m-a, = F, + F,

Vzniknou také dvé slozky sily , slozka (sila) te¢nd a normdlovd (nebo také dostiedivd, protoze sméiuje

do stfedu kiivosti drahy). Zatimco prvni z nich miiZe byt u kiivo¢arého pohybu i nulovd (rovhomérny

pohyb), sila dostfediva je vZdy nenulova :

P _— dv _
r = m-a =m-—-7 tecnd sila
dt e
2
F, . F, - . A% _
n = g = m-a, = m } n dostiedivd sila

draha

g \
. oskulaéni A ..
: - \
kruZnice \ '
\ |
R" -
\
N n
N
\
\
\
® S
Nebo vyjadiime jen velikosti téchto sil :
2
dv 1%
F, =m-a, = m— F, =F; =m-a, = m-—
dt R
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Vidime, ze teéna sila urCuje pouze zménu velikosti rychlosti, aniZ méni jeji smér), zatimco sila
dostrediva pak ,,formuje” kiivku drahy — prava rovnice jasné ukazuje jak se v zdvislosti na velikosti této

sily (pti dané hmotnosti a rychlosti) vytvofi odpovidajici polomér kiivosti drdhy pohybu.

Velmi Casto je dostfediva sila realizovana jako sila tzv. yazby (napt. kolejnice u vlaku, zavés kyvadla).

3) Odstitedivd sila

Tento termin se pouZiva ve dvou piipadech :
e jako ndzev pro reakci k dostfedivé sile (je to sila, kterou ptisobi t€leso napt. na svlij zaves)

e jako ndzev pro setrvacnou silu v neinercidlni soustavé (viz ddle)

4) PruZnd_sila
Tato sila vznikd a piisobi v prvni fazi deformace reédlnych téles, kterou mizeme povazovat za zvlastni

Y3

,jednorazovy“ pohyb télesa , a kterd konc¢i bud’ destrukei télesa, ¢i klidovym stavem zdeformovaného

télesa (v rovnovdze s vné&jsi plsobici silou), nebo mohou také vzniknout periodické pohybové stavy télesa

— kmity a vlnéni (budeme probirat pozd¢ji).

5) Tieci sila

Je velmi zvlastni druh sily pisobici pouze mezi vzajemné se dotykajicimi télesy, ktery ma ¢asto zdsadni

vyznam v technickych aplikacich. Tato sila vzdy puasobi proti sméru (mozného) pohybu sty¢né plochy,

s\ s

spolupiisobi pfi zmeéndch pohybového stavu téles, ale sama o sobé nikdy pohyb nevytvéfi. Jeji velikost v

castém piipadé smykového treni zavisi na kolmé sile Fn pusobici na sty¢né plochy, také na materidlu a

struktuie t&chto ploch (to vyjadiuje koeficient tfeni f ), pfipadné& na pohybovém stavu :

Ft:f'Fn

P,
- l
<y

11



Shrnuti : Pojmem sila tedy podle 1. Newtonova zdkona oznacujeme vzdjemné redlné (skutec¢né)
pusobeni jednoho télesa na téleso druhé. Vysledkem tohoto plisobeni — ucdinkem sily — je zména
pohybového stavu télesa podle 2. Newtonova zdkona (vlastné obou téles, viz 3. Newtonlv zdkon) — to je

tedy pohybovy tcdinek sily .

Sila také muze zpusobit deformaci télesa, pfitom muzZeme zkoumat jeho pruZnost a pevnost , které

ovSem uzce souvisi se specidlnim pohybem télesa, piipadné jeho ¢asti, pii deformaci.

Casto také pozorujeme, Ze plisobici sila nem4 na né&jaké t&leso Zadny pohybovy téinek — v tomto pifpadé

ale vZdy dochdzi k ptsobeni dalSich téles - a jejich Gcinky na sledované téleso se vyrovndvaji — vznikd

rovnovazny stav télesa (blize viz kapitola ,,Dynamika soustavy hmotnych bodt‘). Tyto stavy zkouma

statika a jsou jisté zdsadné duleZité zejména ve stavebnictvi, pfi ndvrhu strojd, ... I tento stav rovnovahy

télesa je nedilné spojen s jeho (moZnymi) pohybovymi stavy.

Zménu pohybového stavu télesa proto pravem povazujeme za skuteéné¢ zdkladni ucinek sily.

Z teoretického 1 aplikacniho hlediska jsou pak dileZzité jeho nasledujici specidlni piipady :

Pohybovy ucinek sily pii otacivém pohybu (otdcivy udinek sily) :

Prostudujme situaci na obrazku, kde sila F zpusobuje otacivy kruhovy pohyb hmotného bodu m kolem

sttedu O ( timto bodem tedy prochézi né&jaka osa rotace kolma k nakresné) :

12



Ze stredni Skoly vite, Ze otacivy ucinek sily (lezici v roviné otdfeni) je imérny jeji velikosti a kolmé
vzdalenosti od osy rotace a kvantitativn¢€ ho popisujeme veliCinou moment sily :
M =F-d =F -R-sinad = R-F,

Vidime, Ze na rota¢ni pohyb ma vliv pouze tecnd slozka sily, tj. slozka kolmd k poloméru otaceni.

Normdlova slozka se jen snazi zménit polomér otaceni, v nejobecnéjsi prostorové situaci by mohla jesté
existovat tieti slozka sily, rovnobéZznd s osou, kterd by se snazila tuto osu vychylit.
KdyZ do stiedu otdCeni O umistime pocdtek soustavy soufadnic, pak polomér otdleni je soudasné

privodicem hmotného bodu a moment sily miiZzeme definovat vektorove :

—

M = rXxF
Velikost tohoto vektoru je ve shod¢ s piedchozim skaldrni definici a navic — jeho smér uddva nyni smér

osy rotace — a tento smér md i uhlova rychlost rotace @ - moment sily je tedy jednozna¢né spojeny

s dasledkem svého ptisobeni (povsimnéte si na obrazku, Ze jsou shodné i orientace téchto vektort).

Dale - pfi znalosti pojmt ,,oskula¢ni kruZznice* , ptipadné ,,polomér kiivky* ndm musi byt jasné, Ze i bez

existence skute¢né rota¢ni osy lze mluvit o kruhovém pohybu hmotného bodu alespon lokdlné -

v kterémkoliv misté¢ obecného kiivocarého pohybu.

Piisobenim vhodné sily se pfitom stfedem tohoto kruhového (rotacniho) pohybu muze stat jakykoliv bod

v prostoru, proto jsme opravnéni definovat a zkoumat moment sily vzhledem k libovolnému bodu O ,

do néhoz pak umistime pocatek vztazné soustavy :

M = rxF moment sily (vzhledem k bodu O)

Pozn. : Pak ovSem — kdyZ by se jednalo o skute¢ny rotacni pohyb s pevnou osou rotace - a pocatek soustavy soufadnic by byl
nékde na ose rotace — nebude vektor momentu sily rovnobézny s touto osou - a rotaci bude ovliviiovat pouze jeho

rovnobézna slozka (viz pohybova rovnice rota¢niho pohybu v kapitole ,,Dynamika soustavy hmotnych bodt‘)

Analogickou veli¢inu jako je moment sily pouZivime také pro zhodnoceni vysledku pisobeni sily — tj.

pro zhodnoceni ,,miry ota¢ivého pohybu* hmotného bodu :

b =7FXp=rxXmy moment hybnosti (vzhledem k bodu O)

Pozn. :  Jak vidite na obrazku — smér a orientace momentu hybnosti také souhlasi s Ghlovou rychlosti rotace (a v piipadé¢
podle predchozi pozndmky piijde opét jen o jeho rovnobéznou slozku)

Dillezity vztah dostaneme, jestliZe vypocitime Casovou zménu (derivaci) této veliiny, s vyuzitim

pravidel o derivaci soucinu funkei:

db

— dirvmi) = (95 my N L R = dp
o = g (TXmV ) = (LEXmy )+ (FX= =) = (VXmy) + (FX—°)
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Zatimco vyraz v prvni zavorce je zfejm€ nulovy (rovnob&zné vektory), ve druhé zavorce vznikla ¢asova

derivace hybnosti, kterd se podle pohybové rovnice rovna ptisobici sile. Dostdvame tedy :

d_g : > I
i rxF
Nebo-li :
db
Z =M pohybovd rovnice rotacniho pohybu (hmotného bodu)

Slovni vyjddreni : Casovd zména momentu hybnosti hmotného bodu je rovna (je iimérnd) momentu
pusobici sily.
Nézev této rovnice poukazuje na jeji zdsadni vyznam pro popis rotacniho pohybu hmotného bodu.

Veli¢iny moment sily a moment hybnosti jsou vSak definovany zcela obecné , vzhledem k libovolnému

bodu prostoru , proto tato rovnice plati i pro jakykoliv pohyb hmotného bodu v libovolné zvolené

soustave soufadnic (inercidlni). To bude pozdéji vyuZito pii studiu dynamiky soustav hmotnych bodu .

Casovy tdinek sily:

Provedeme nyni zajimavou tpravu pohybové rovnice :

AV _
mdt F

Vynésobime rovnici diferencidlem casu :
m-dv = F-dt

Tim je vlastné provedena separace proménnych a diferencidlni rovnici nyni integrujeme urcitym

integrdlem (na néjaké Casti drdhy) — tj. provedeme jak integraci levé strany v mezich jeji proménné
(vektor rychlosti) od po&iteéni rychlosti V 7 do kone¢né€ rychlosti \72 - tak také integraci pravé strany
v mezich jeji proménné (Casu) od pocatecniho Casu 7; do kone¢ného Casu 1, (vidite také, Ze pocatecni

¢as nemusi byt nulovy) :

V2 t2
[m-dv = [F-di

Prava strana rovnice, vyjadiujici ,,spoluptisobeni* sily a jejiho ¢asového trvani , se definuje jako nova

fyzikélni veli€ina :

%)
I=[Fd impuly_sily
l
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Pozn. : Narozdil od ur¢itych integralti, které jsme pouzili pfi ukdzkovém feSeni pohybové rovnice, se

nyni integruji vektorové veliCiny - vektorovy zdpis ale jako vZdy pouze znamend, Ze jde o tii

,paralelni oby¢ejné rovnice (integrdly) pro tii skaldrni veliiny - soufadnice vektoru :

Diusledek ptsobeni této veliciny potom dobte popisuje druhd strana rovnice. Jde o jednoduchy integral
piirtstkl rychlosti (ale opét vektorovd veli€ina) :
Vs Vs -
I=[mdv =m-[dv = m-[v];l2 = m-(V,—V)) = mvy—mv; = pp— Py
V1 V1

Vysledek neni samoziejmé nijak prekvapivy — pusobenim sily piece dochdzi ke zméné rychlosti

hmotného bodu, tedy i ke zméné jeho hybnosti - vznikla vSak velmi uzite¢nd rovnost celkové zmény

hybnosti a piisobiciho impulzu sily (zména hybnosti se tedy déje vzdy ve sméru impulzu sily) :

—

I = 132 - 13] =4 13 impulz sily a zména hybnosti

Specificka situace nastane pii pisobeni konstantni sily — tu Ize totiz vytknout a zbyly integrdl ndm da

casovy interval jejtho plisobent :

5 %)
I = [Fdt=F-[dt = F[r]g = F(ty—t;) = F-At
1 1

A kromé jednoduchého vypoctového vztahu je ziejmé, Ze celkovd zména hybnosti a rovnéZ zména

rychlosti nastane nyni nejen ve sméru impulzu sily, ale pfimo ve sméru pisobici sily :

[ =F At =Ap =m-AV

(Dalsi ucinek sily - drdhovy ticinek sily — bude probran ve zvlastni kapitole.)

konec kapitoly K. Rusiak, verze 02/2006
rev. 02/2007
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Inercialni a neinercialni soustavy

Vratme se nyni k relativnim pojmtm klidu a pohybu obsazenym v Newtonov¢ zdkonu setrvacnosti, které

zaviseji na volbé vztazné soustavy souradnic.

Predstavme si dva kartézské soufadné systémy S a S’, které se vici sob& pohybuji né&jakym

jednoduchym zpiisobem - napiiklad tak, Ze § je v klidu (va&i ndkresné) a S’ se pohybuje smérem

(Sikmo) vpravo, pticemz jejich osy zlstdvaji stile rovnobézné (tak vypadd posuvny pohyb , nebo-li

translace ).

V obou téchto systémech pak budeme sledovat jeden a tentyZ hmotny bod m , ktery se zcela nezavisle

na soufadnych systémech pohybuje v prostoru (viz obr).

u

/ X
//

Na obrazku jsou vyznadeny tfi polohové vektory :

F=(x,92) priivodi¢ hmotného bodu v soustavé S
P=(x,y,7) priivodi¢ hmotného bodu v soustavé S’
R = (R, ,Ry, R,) priivodi¢ bodu O’ v soustavé S

Vidime, Ze zfejmé plati :

vztah mezi privodili v soustavé S a S’




Proved’'me derivaci této rovnice :

di _ dF | dR
dt dt dt
A uvazme vyznam vzniklych ¢leni :
r =
dr rychlost hmotného bodu v soustavé S
a7 dTF
a - a Y rychlost hmotného bodu v soustavé S’
dR —
dr undsivd rychlost soustavy S’ (vzhledem k S)

Nézev unésivé rychlosti pochdzi z popisu situace, kdy je hmotny bod v klidu v soustavé S’ (napf. sedici

cestujici ve vozidle), ale stejné se pak pohybuje vici soustavé S , protoze je ¢arkovanou soustavou

(vozidlem) ,,unasen” rychlosti u .

Pozn. :

PovSimnéte si také ve druhé rovnici toho detailu, Ze rychlost v ¢arkované soustavé musi byt samoziejmé pocitana

z méfeni v této soustave, tj. Ze prirtstek drahy (jeho tii soufadnice) musi byt zméfen na osich této soustavy , a proto je

vs w2z

piislusny matematicky vyraz — diferencidl ¢arkovaného privodice - oznacen jesté dal$i ¢arkou, jako diferencidl

definovany (méfeny) v soustavé S’. Zobrdazku je dobfe vidét, Ze rovnost obou diferenciali (¢irkovanych a

nec¢arkovanych, métenych v S av .S’ ) nastane pouze za podminky rovnobéznosti souradnych os obou soustav, coz

je préaveé pripad naSeho posuvného pohybu soustavy S’ (pokud by ovSem soustava S’ konala napiiklad rotadni

pohyb, byla by situace uplné jind - viz vyklad na zavér této kapitoly).

Pak tedy pro rychlosti hmotného bodu plati podobnd rovnice jako pro privodice :

- —7 -
V="V +u vztah mezi rychlostmi v soustavé S a S’

Dalsi derivaci pak dostdvame vztah pro zrychleni:

dv - & di

dt dt dt

Vyznamy jednotlivych ¢lenti rovnice budou analogické :
& _ g , )
dr zrychleni hmotného bodu v soustavé S
& _ . ) ,
dr zrychleni hmotného bodu v soustavé S
di _ & , s
ar — Yu undsivé zrychleni_soustavy S




Pro zrychleni hmotného bodu plati potom rovnice :

— —/ —
a=a + a, vztah mezi zrychlenimi v soustavé S a S’

Ziskané vztahy vyuZijme déle pro rozbor dvou zdkladnich pfipadi pohybu soustavy S’ :

1) rovnomérny piimodcary pohyb soustavy S’

Unaésiva rychlost je v tomto piipadé konstantni :

u = konst.

Uvazme pak situaci, Ze v soustavé S pro n&jaké t€leso plati 1. Newtoniv zdkon - tedy Ze se toto téleso

bez pusobeni sil pohybuje v soustavé § rovnomérnym pifmocarym pohybem, nebo je v klidu. Jeho
rychlost je tedy konstantni , véetné nuly :

Vv = konst.

Z vyse uvedenych pievodnich vztahl pro rychlosti mezi obéma soustavami pak plyne, Ze rychlost télesa

v soustavé S’ bude také konstantni — to znamend, Ze i v této soustavé se téleso pohybuje rovnomérnym

pfimocCarym pohybem, nebo je v klidu :

V. =V — u = konst.

Zakon setrvacnosti tedy plati v soustavé S . i v soustavé S’.

Takové soutadné soustavy se pak nazyvaji inercidlni (inercie = setrvacnost).

Nalezneme nyni konkrétni matematicky transformacni vztah mezi soufadnicemi inercidlnich soustav.

Vyuzijeme nejprve vySe odvozenou obecné platnou rovnici pro pruvodice :

—

F =7 + R

E413
1

Jestlize pfijmeme ¢isté formdlni piedpoklad, Ze soustava S je ,prvotni“ (,stara) a soustava S’ je

,druhotna“ (,,nova*), pak by v pfevodnim vztahu mély stit ,,nové souiradnice* na levé strané rovnice :

-/ g

r =7 — R

Vektorovou rovnici miZzeme rozepsat do tif rovnic skaldrnich :

X =x — R,
Y =y - R,
7 =z - R,



Unésiva rychlost soustavy S’ je vlastné rychlosti pohybu jejitho pocdtku O’ v soustavé S. Uvazme

déle, Ze tento pohyb je moZno rozlozit na tf1 jednoduché pohyby na soufadnych osach x, y a z (viz

odstavec ,,Kinematika hmotného bodu‘) a Ze konstantni unasiva rychlost znamena konstantni soufadnice

jejiho vektoru - a tyto soutfadnice uddvaji jednotlivé konstantni rychlosti pohybl na téchto osich :

u = (ux,uy,uz)

Na kazdé soufadné ose soustavy S se tedy déje oby¢ejny pFimocary rovnomérny pohyb , jehoZ rovnice

je nejstarsi fyzikalni rovnici, kterou znate : § = V-7

Tento jednoduchy vztah plati ovSem za piedpokladu , 7e v ¢ase ¢ = 0 je drdha nulovd, tj. Ze bod O’

je v misté bodu O , jinak fe€eno - 7¢ v_nulovém &ase obé soustavy splyvaji . Potom tedy pro vSechny

tfi soufadnice bodu O’ v soustavé S - tj. pro vykonané drahy na soufadnych osich x,y, z, bude :

R, = u,-t
Ry :uy-t
RZ = u,-t

Tyto tii skalarni vztahy miZe také ptipadné nahradit jedna vektorova rovnice (ale dile ji nepouZijeme) :

R =u-t

Kdyz ziskané skaldrni vyrazy dosadime do obecnych rovnic, vzniknou hledané konkrétni transformacni

vztahy mezi obéma inercidlnimi soustavami :

/

X =X —u,-t
/’

y =y —uy-t Galileovy transformace
/’

T =2 = Uyt

Nebo vektorove :

—/

F =7 + u-t
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K tomu pfistupuje ,,samoziejmy‘‘ vztah mezi Casy :

’

r =1

Pro obrdceny pievod soufadnic, z nové soustavy S’ do staré S , je pak vhodné, aby na levych strandch

transformacnich rovnic byly soufadnice necarkované :

=X + u,-t

=y + wuy-t

’
= Z +uZ-t

’

=1

Galileovy transformace obrdcené (inverzni)

A




Pozn. : Tyto transformacni rovnice, které jsou zfejmé neoddélitelné spojeny s principy klasické mechaniky, byly zdsadné
poptfeny Einsteinovou (specidlni) teorii relativity a nahrazeny v ni jinymi vztahy pro inercidlni systémy, tzv.

Lorentzovymi transformacemi.

Prozkoumejme ddle také platnost 2. Newtonova zdkona v soustavé S’. Piedpoklddejme tedy, Ze pro

hmotny bod v soustavé S jiZ neplati zdkon setrvacnosti, ale Ze se pusobenim né&jakych téles zacal

pohybovat podle zdkona sily :

—

F =m-a

A podivejme se, zda bude tato rovnice platit i v ¢arkované soustavé. Pfi konstantni undSivé rychlosti

soustavy S’ je ovSem jeji unésivé zrychleni nulové :

59— du _ d —
a, =", dt( konst ) = 0

A z ptevodnich vztaht plyne rovnost zrychleni hmotného bodu v obou inercidlnich soustavach :

—/

Pohybova rovnice v S’ ma4 tedy tvar :

— —
—/

m-da =m-(da —a,)=mad=F =F

Vidime jasné, Ze v obou soustavach jsou stejnd zrychleni i stejné pusobici sily.

Pohybova rovnice plati tedy v nezménéném tvaru v kazdé inercidlni soustavé — tj. je (formalné) stejna

ve vSech inercialnich soustavach .

Jeste jinak feceno :

Pohybové rovnice jsou invariantni vuci Galileové transformaci.

Tato skvéld vlastnost pohybovych rovnic, kterd velmi zjednoduSuje matematické vypocty a umoZziuje

také jinou, elegantni definici inercidlnich soustav — jako soustav, ve ktervch plati Newtonovy zakony ,

vSak zcela znemoziiuje nalezeni oné zdkladni, vyzna¢né inercidlni soustavy, piedpoklddané Newtonem —

tj. absolutniho prostoru .

Nyni diskutujme druhy dileZity pfipad pohybu soustavy S :

2) nerovnomérny kiivocary (posuvny) pohyb soustavy S’

UnéSivé rychlost soustavy S’ je nyni obecné proménnou veli¢inou, tj. mize se ménit jak velikost , tak

také smér a orientace jejiho vektoru :

u # konst.




Soustava S’ se tedy pohybuje nerovnomérnym kFivoéarym pohybem vic¢i inercidlni soustavé S

(pozor - stale to musi byt translace — posuvny pohyb , pfi kterém osy soustavy zachovavaji sviij smér -

to je prece nutny predpoklad platnosti pouzivanych transformacnich vztahi).

Pozn. : O translaci, ptipadné rotaci se mluvi zejména pii popisu obecného pohybu pevnych téles , ostatné kazda soustava

souiadnic je vZdy spojena s néjakym hmotnym télesem , jak si uvédomime pozdé&ji ve specidlni teorii relativity.

Jina definice popisuje translaci jako takovy pohyb, pfi kterém vSechny body télesa (zde soufadnych os) se pohybuji

po geometricky stejnych drahach .

Nazorné si mizeme translaci predstavit jako napfi. pohyb kurzoru pocitac¢ové mysi na obrazovce, lodicky na Ruském

kole, balistického kyvadla, auta po kiivocaré draze — nesmélo by se ale v zatdckach natdcet do sméru svého pohybu.

Pti kfivoCarém pohybu ¢arkované soustavy je ovSem jeji undsivé zrychleni nenulové :

~  _ du
Clu—zio

Potom i v ptipadé konstantni rychlosti néjakého télesa v soustavé § - tj. jestlize by v S pro toto téleso

platil zdkon setrvaénosti - podle obecnych pfevodnich vztaht ale v soustavé S’ rychlost télesa uz

konstantni nebude :

—/

V. =V — u # konst.

Zakon setrvacnosti tedy v S’ neplati , ¢arkovand soustava je nyni neinercidlni soustavou a protoze je

unasivé zrychleni nenulové , bude zrychleni hmotného bodu v soustavé S’ odlisné od zrychleni v S :

-7 - -
a =a — a,

A pohybové rovnice v S’ md potom tvar :

—/ —

m-d’ =m-(d —ada,)=m-da—m-a, =F + F¥ = F

V neinercidlni soustavé jiz tedy pohybova rovnice neni invariantni , nebot’ zménila sviij tvar — na

jeji pravé stran¢ se krom¢ puévodni pusobici sily objevuje nova sila zdvisejici na unasivém zrychleni

soustavy :

F% — —m. 7 . L o y
F m-a, setrvacnd sila (v neinercialni soustave)

Tato sila vlastn¢ nuti téleso pokracovat, setrvavat v pivodnim pohybu, nevyjadiuje vSak pusobeni
zadného dalsitho hmotného objektu (tak jsou definovany skute¢né sily v Newtonovych zdkonech), proto

se setrvacna sila také nazyva silou zdanlivou , nebo fiktivni .

Je to ovSem sila naprosto redln¢ pusobici, jak kazdy z nds sdm na sobé& pocituje ve zrychlujicim nebo

brzdicim dopravnim prostfedku. (Pavod této sily vysvétluje Obecnd teorie relativity.)



Celkem tedy : V inercidlnich systémech vzdy invariantni pohybova rovnice, kterd ma na pravé strané

pouze skutecnou silu, v neinercialnim systému neplati !

Abychom ziskali platny matematicky vztah , musime na pravou stranu rovnice pridat k ptivodni skute¢né

sile jeste silu setrvacnou :

"y — - -
. = = * . . . ..y v
m-a r F+ F pohybovd rovnice v neinercidlni soustavé

Nezapomenime, Ze vztah pro setrvac¢nou silu byl odvozen za predpokladu nerovnomérného kiivocarého

pohybu neinercidlni soustavy S’ . MiZeme proto dobie uplatnit znalosti z kinematiky o zrychleni

takového pohybu a o jeho rozkladu na tecnou a normélovou slozku :

a) Jako specidlni ptipad pohybu neinercidlni soustavy S’ lze vy¢€lenit (translatni) rovnomérny

krivocary pohyb, ktery se kond s konstantni velikosti (ale s proménlivym smérem) unésivé rychlosti:

u = konst.

Pii tomto pohybu sice neexistuje te¢né zrychleni , ale vZzdy je nenulové zrychleni dosti‘edivé, dané

zaktivenim drahy, které pak tedy tvoii celé unasivé zrychleni soustavy :

Ptisludnd setrvacnd sila md samoziejm¢e opacny smér (viz obrazek), odtud také jeji ndzev :

F, = —m-a, = —m-WXOXr

odstiedivd sila

Velikost odstedivé sily je ovSem stejnd jako velikost sily dostredivé :
2

%
F, =Fn=m-”7

b) V piipad¢ (translaéniho) nerovnomérného k¥ivoéarého pohybu soustavy S’ se jiZ bude ménit jak

velikost , tak také smér a orientace unasSivé rychlosti :

u # konst.

A krom¢ stéle existujiciho normélového zrychleni se objevi jesté navic te¢né zrychleni :

a, = a, + dar

Odstrediva sila tak bude doplnéna dalsi setrvacnou silou mifici proti sméru te¢ného zrychleni (viz obr.) :




7 Eulerova (setrvaénd) sila

Jeji velikost je samoziejmé stejné jako velikost te¢ni sily :

o _ du
F’Z' _FT —I’l’l'E

Z vlastni zkuSenosti (opét z dopravnich prostfedkl, které dokazi brzdit a zrychlovat i v zatdckéch)

muzeme jisté potvrdit, Ze ob¢ sily skutecné existuji (viz obr.).

draha

- oskulacni
kruznice \

¢) Nejjednodus§im (translaénim) pohybem neinercidlni soustavy S’ je nerovnomérné rychleny

primocary pohyb (je to ovSem také pouze specidlni ptipad nerovhomérného kiivocarého pohybu), ktery

je mozno charakterizovat proménnou velikosti unasivé rychlosti a jejim konstantnim smérem a orientaci

ve sméru pohybu na ptimce dradhy — coz lze formalné zapsat jako neménnost te¢ného vektoru :

u # konst. 7 = konst.

Unasivé zrychleni ma také smér ptimky dréhy :

= du
uT—dtT

Setrvac¢nou silu pak uré¢ime dosazenim tohoto zrychleni do zakladni definice :



F* = —m-d, = —m-4.7
u dt

A je ziejmé, Ze se vlastn€ principidlné jednd o te¢nou Eulerovu setrvacnou silu .

V nejobecnéjSim pripad€ je oviem pohyb neinercidlni soustavy S’ (stejné jako obecny pohyb t&lesa —
J pony y Jne J Yy pohy

viz kapitola ,,Dynamika tuhého télesa™) vzdy vytvafen spojenim pohybu transla¢niho s pohybem

rotaénim . Proto na zavér prozkoumdme jesté tieti zakladni piipad pohybu neinercidlni soustavy S :

3) rotaéni pohyb soustavy S’

Ptredpoklddejme, Ze inercidlni soustava S je v klidu v0&i ndkresné a neinercidlni soustava S’ se otaéi

tihlovou rychlosti @ kolem spoleénych 0os 7z = z’, pfiGemZ poéatky obou soustav splyvaji (O = O’).

Opét sledujeme privodice jediného hmotného bodu 71 v soustavé S i S’ . ProtoZe pocatky obou soustav

splyvaji, jsou tyto vektory totozné :

—/

F =71




Souradnice tohoto vlastné jediného vektoru jsou ovSem ruzné v obou soustavich, ale hlavné jsou riizné

jeho ¢asové zmény (pfirtstky), tedy i derivace podle casu v téchto soustavéch.

JestliZe si nejprve predstavime, Ze hmotny bod je vici ¢arkované soustavé v klidu (tj. je se soustavou S’
napiiklad pevné spojeny), pak ndm bude ziejmé, Ze je touto soustavou undSen a Ze spole¢né s ni kond

kruhovy pohyb . Jeho unésiva rychlost je tedy rovna obvodové rychlosti kruhového pohybu :

U = WXr
Obecné se oviem hmotny bod miize v soustavé S’ jesté navic pohybovat n&jakou rychlosti v, potom

podle principu sklddani rychlosti je jeho vysledna rychlost v klidové soustavé S rovna souctu obou

téchto rychlosti :

—

v = v + @OXFr

skldadani rychlosti v soustavé S

Rychlosti hmotného bodu jsou ovSem uréeny ¢asovymi piiristky — derivacemi - piisluSnych pravodicl
v obou soustavach :

dr_ 47 DX T
dt dt
Z diivodu rovnosti pritvodi¢i miZeme pak psat :
dr d’F

- = 20 DX T
dr g T OXr

Vytvofili jsme tedy rovnici platnou pro jeden a tentyZ vektor privodice ve dvou riznych soustavich,

inercidlni S a neinercidlni S’ , kterd vysvétluje ,.celkovy* piirtstek privodiée (Gasovou zménu,

derivaci) v inercidlni soustavé S jako soucet jeho vlastniho piiristku v S’ a pifristku od unasivého

rota¢niho pohybu v soustavé S’.

Posunout do pocatku mizeme ovSem vektor jakékoliv fyzikalni veliiny a tim se tento vektor dostane do
stejné situace jako privodi¢ a stejnym zpisobem (jako vektory) se budou sklddat jeho pfirtstky od

rota¢niho pohybu i od jeho vlastni zmény v S’

Dostaneme tak velmi obecny vztah mezi derivacemi libovolného vektoru A ve dvou riiznych vztaznych

soustavdch — v inercidlni S a v neinercidlni soustavé S, rotujici thlovou rychlosti @ :

dA d’

o 7+ WX A

Predstava, ze jakdkoliv vektorova fyzikdlni veli¢ina se chova stejné jako polohovy vektor z mechaniky je

ovSem ponckud nezvykld, celkem ale jde pouze o maximdln¢ ndzorné ,,odvozeni* obecného, velmi
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nendzorného vztahu z matematické analyzy, platictho pro libovolné vektorové spojité funkce, ktery

dokonce ani nepotiebuje predpoklad spolecnych pocatkti a rotac¢nich os obou soustav.

My tento vztah vyuzijeme pro vypocet zrychleni hmotného bodu v neinercialni soustavé . Nejprve ho

aplikujeme na vektor rychlosti v soustavé S~ :

dv’ dv’ —
=2V =¥ X
dt dt + Oxv

Na pravé stran€ rovnice hned dostdvame hledané zrychleni :

~r AV _ &

ey
- X
dr a  OXV

V prvnim ¢lenu na pravé stran¢ dosadime za ¢arkovanou rychlost z po¢ate¢niho zdkladniho vztahu pro

sklddani rychlosti a provedeme derivace podle standardnich pravidel pro derivace :

— Ay _pxF)— axy =Y _dbyr _ ax¥ _ oxi’
—dt(v OXT) OXV = — el WX — WXV

—/

Na pravé stran¢ rovnice vznikly nyni zndmé veliiny zrychleni , dhlového zrychleni a rychlosti

hmotného bodu v soustavé S, tedy nec¢drkované veli¢iny :
—/

i = G—EXF—@XV —@XV

A pro rychlost v § pouZijeme jeSté jednou vztah pro sklddédni rychlosti a provedeme rozndsobeni a

sdruzeni €lend v posledni rovnici :

—/

A = d—EXT—@X(V +OXT )—@XV = d — EXTF — @X(OXT) — 20XV

Po vynasobeni hmotnosti dostaneme ihned pohybovou rovnici v_rotujici soustavé :

— % —

= - — - = - - =k = sk ’
m-a = m-a—m-EXr—m-OX(WXr)=2-m-&xv' = F+F, +F, +F; = F

—

Vidime, 7e kromé skuteéné sily F' pisobici v inercidlni soustavé musime do pohybové rovnice

v neinercidlni rotujici soustavé zapocitat dalsi celkem tii zdanlivé sily :

— — o

F; = F, = -—m-&Xr Eulerova (setrvadnd) sila
— %k — %k - - -

F, = F, = -m-OX(0OXr) odstitedivd sila

Kromé¢ téchto dvou ocekdvanych a zndmych sil existuje jest¢ dalsi sila napohled ponékud

komplikovanych vlastnosti :

— % . N
F3 = FC = —2m-OXv Coriolisova sila
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Vzorec nam ukazuje, Ze tato sila se objevuje pouze v piipadé¢ vlastniho pohybu hmotného bodu

v neinercidlni soustave rychlosti, kterd neni rovnob&Zna s osou rotace (viz obr.).

osa rotace

Z divodu relativné malé velikosti Coriolisovu silu na povrchu Zemé v béZném Zzivoté piimo
nepocitujeme, piesto je to veli¢ina dobfe méfitelnd a za urcitych okolnosti mtize mit v néjaké technické
aplikaci vyrazny vliv.

(Muze naptiklad zptsobit vir vytékajici kapaliny, odliSného smyslu na severni i jizni polokouli, odklanét

dréhu padajici strely, stdcet rovinu matematického kyvadla ...)

konec kapitoly K. Rusiak, verze 03/2006

rev. 02/2007
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Prace a energie

Pro svoji zasadni dtleZitost byva mechanicka prace vysvétlovana jako jeden z disledkii pisobeni sily na

hmotny objekt (hmotny bod) — tzv. drahovy ticinek sily.

Ze stiedni Skoly znate zdkladni definici fyzikalni veliCiny mechanické prdce , kterou vykona konstantni

sila I plsobici na hmotny bod m na p¥imé drize délky s pod konstantnim tGhlem & (vzhledem

k ptimce drdhy, viz obr.):

A=F-s-cosa

[/ Joule] = [17] F

> |

Sila je samoziejm& vektor a jestlize definujeme 1 drdhu jako vektor (je to useCka, staci ji pfiradit
orientaci, napiiklad ve sméru pohybu), potom je vySe uvedeny vztah vlastné skaldrnim soucinem dvou

vektoru :

A=F-5

mechanickd prdce

Pro vypocet prace v redlnych podminkéch, kdy drdha pohybu je libovolnd (spojitd) kiivka a ptsobici sila

neni konstantni, ale libovolna (spojitd) vektorova funkce mista, musime nyni tento vztah zobecnit :

Kftivku drahy rozdélime (myslenkove) na velky pocet ( N ) tseki o velikostech (viz. obr):

As;, Asy, Asz, Asy, ... , Asy




Z divodu jejich velkého poctu jsou tyto useky drahy nepatrné , proto je lze pfiblizné povaZovat za
useCky (presn¢ to bude platit az v limit€¢ pro jejich nekone¢ny pocet) a pfiddnim orientace ve sméru
pohybu z nich miiZzeme vytvofit vektory :

A5, A5y, AS3 A5y, e, ASy

Pravé proto, Ze kazdy z téchto tseku je velmi maly (v limité¢ pak nekone¢n¢ maly), nemiiZe se na ném

piilis ménit ani velikost sily ani jeji smér (je to spojitd funkce) - plisobici silu na celém useku je tedy

mozno povazovat za konstantni vektor :
F;, F, F;, Fy, ... , Fy

Nyni je ale situace na téchto tsecich drahy stejnd jako v ivodni definici - konstantni sila ptisobi na pfimé

dréze - a miZeme proto na kazdém tseku vypocitat vykonanou prici podle zdkladniho vztahu :

AAI - ﬁ]'AS"]

AA2 =F2'A§2
AA3 - F3'A§3

A celkovou praci vykonanou na celé draze s, potom ziskdme sectenim vsech téchto jednotlivych

(dil¢ich , elementarnich) praci :

A = AA; + AA + AA; + ...+ AAy = %AA,{ = %F,,Agk

k=1 k=1
Podminky tohoto vypoctu a tedy i uvedeny vzorec plati ovSem tim piesnéji , ¢im menSi jsou jednotlivé
useky dréhy, tedy ¢im vétsi je jejich pocet. Exaktni vztah proto dostaneme aZz v limité pro nekone¢ny
pocet tseku N.

V tomto piipadé pak ale nekone¢nd suma nekoneéné malych ¢lend je vlastné matematickou definici

urc¢itého integralu :

N
A= lim Y F-A5 = | F-ds
N—o k=] ’
JestliZze déle vyuZijeme znalosti z kinematiky, Ze diferencidlni tsek drdhy je roven diferencidlu pravodice,

muzeme také psat :

A = jSF-dE - jsﬁ-df

mechanickd prdce na obecné drdze

Defini¢nim oborem tohoto urcitého integrédlu je zkoumand kiivka drdhy s , matematicky se tedy jednd o

tzv. kitvkovy integrdl .




Vyraz za znakem integrélu je elementarni prace , vykonand na diferencidlnim dseku drdhy, a jde vlastné€ o

diferencidlni vyjadieni jednotlivych ¢lenti ptivodni sumy :

dA = F-dr

elementdrni prdce

Celkova prace vykonana na dané draze je tedy integralem (limitnim souctem) elementarnich praci.

Déle : Pii kondni prace v redlné situaci, kdyz naptiklad chceme posunout téleso po predepsané draze,

vzdy musime pfitom svoji silou prekondvat néjaké jiné sily. Tyto sily jsou Casto dusledkem pisobeni

riznych silovych poli na dané téleso (napiiklad gravitacni pole, elektrické a magnetické pole, pole
pruznych sil, pole tiecich sil, ...)
Zabyvejme se proto v dalSich fadcich pfedevSim vypoctem priace v ,,obyCejném* gravitaénim poli nasi

Zem¢, ve kterém vSichni Zijeme :

Prdce v gravitaénim poli, potencidlni energie

Centrdlni téleso hmotnosti M (hmotny bod) , umisténé ve vakuu v pocétku soustavy soutadnic, ptisobi

na druhé, zkusebni téleso hmotnosti m, které je v misté r , silou :

—

- — . M-m =
F o= K 2 To Newtonuy gravitacni zdkon

kde K je univerzdlni gravitacni konstanta a 7’;) je jednotkovy vektor pravodice :

k= 66710711 [sI] Fo=

~ N




Po dosazeni jednotkového vektoru dostaneme jiny tvar gravitatniho zdkona :

—

F=—-xMngy
r

Casto pouzivanym pojmem je intenzita gravitaéniho pole :

¢ - F _ _ .M »
K—Z— K‘rzro

Slovni vyjddreni : Intenzita gravitacniho pole je (iselné) rovna sile piisobici na zkuSebni téleso

Jjednotkové hmotnosti.

Je ziejmé, Ze na povrchu Zemé (r = r,) je tato veliina rovna gravitacni tihové konstanté

(zemskému tihovému zrychleni) :

5 - F M 5
g_m rzgr

Nebo skalarné :

m

g =L =xM < 980665 m.s?
rZ

Nyni pokro¢me dédle a konkrétné vypocitejme préci , kterou vykondme v gravitaénim poli pfi (velmi

pomalém) posunuti télesa o hmotnosti 72 (hmotného bodu) po n¢jaké zadané draze (kiivce) s z jejiho

pocatec¢niho bodu 7’} do koncového bodu 72.

—

ProtoZe silové pole piisobi na téleso silou F' , musime my (tedy vnéjsi sila - vn&jsi vzhledem k danému

—

poli) plisobit na téleso silou stejné velikou a opaéné orientovanou, tj. — I, abychom silu pole piekonali .

Pozn. : Presngji vzato, musime ptsobit jest¢ malou pridavnou silou navic pro uvedeni télesa do pohybu, kterou Ize ale ziejmé

v limité - pfi pozadavku velmi pomalého posunu - zanedbat.

Vv s

prdce vnéjsi sily v silovém poli

Je ziejmé, Ze stejny integral, ale bez zdporného znaménka u sily, by vyjadfil préici silového pole na této

draze :

prdce sily pole




Nyni dosadime za gravitacni silu a vytkneme konstanty pied integral :

2 oo JF
A = J' —(—K-M—;n-?’o)-dF — Mm J' 1’02r
7y (s) Als)

Situace pfi vypoctu prace je zndzornéna na obrazku.

Upravime dale skaldrni soucin v integralu, pfitom vyuzZijeme znamé velikosti jednotkového vektoru :

r,-dr = ‘;70‘-‘d7‘-c0s05 = ]-‘d?‘-cosa

Z obrizku je ziejmé, Ze skaldrni souéin je priimétem diferencidlu priivodi¢e d7 do sméru privodice 7

(do sméru jeho jednotkového vektoru) a Ze je tedy vlastné roven diferencidlu velikosti priivodice dr :

r,-dr = ‘d?‘-cosa = dr
Tim se vyrazn¢ zjednodusi vypocet vykonané prace, nebot integrél jiZ neobsahuje vektorové veli€iny :

2 T M M
K K
A = K‘Mm_[—er = szm[—l]Zz KkMm(-L+41)= 222 4 20
r r=n I r; Ty Ty

g

Z vysledku vidime, Ze vykonana prace viibec nezavisi na draze (na jejim tvaru), ale zavisi pouze na

pocatenim a koncovém bodu drahy.

Dale si pfedstavme, Ze bychom umoznili zpétny pohyb télesa z koncového bodu do bodu pocatecniho a

jiZ bychom tento pohyb nijak neovliviiovali, tj. nechali bychom pracovat silu gravita¢niho pole - pak

by vykonana préce byla stejné velika — a my tak svoji ptivodn¢ vykonanou praci ,,dostaneme zpét* :




Vnéjsi silou pivodné vykonana price A je tedy jakoby uschovina - zakonzervovana v koncovém

bodu drahy 7’2 a téleso (vlastn¢ presné feceno silové pole) ma v tomto mist¢ schopnost vykonat stejné

velikou praci (pfi navratu do vychoziho mista).

Silové pole stakovou vyzna¢nou vlastnosti, ktera umoziiuje zachovani,

zakonzervovani vykonané prace, se nazyva konzervativni silové pole .

Tato schopnost télesa vykonat praci , spojend s jeho (koncovou) polohou , se nazyvd potencidlni

energie télesa (hmotného bodu) a jeji velikost se definuje jako velikost této prace , tj. prace vykonané

télesem pii presunu do polohy pocétecni.

(Tuto préci spojujeme s danym télesem, v principu ji ovSem konaji sily pole — a rovnd se také praci

v v s

ProtoZze vykonand price nezdvisi na tvaru drdhy mezi obéma body, pocdteCnim a koncovym, je

potencidlni energie jednozna¢nou funkci mista 72 (tento koncovy bod ptivodné zvolené drahy je
ovSem jako obecné¢ proménna veli¢ina ve funkci zcela libovolnym bodem v prostoru, piSeme ho tedy

obecné ddle bez indexu) a samoziejm¢ je také funkci mista 7; (zde je namist¢ ponechdni indexu,

nebot’ tento bod je sice také obecné zcela libovolny, ale pii feSeni daného problému se predem zvoli a ve

funkci ddle vystupuje jako konstanta, matematicky to je vlastn¢ parametr funkce).

Bodové téleso (hmotny bod) ma tedy v daném misté 7 vzhledem k mistu ’_;I potencidlni energii :

KM m n KM m
r " grayitalni potencidlni energie (obecny tvar)

W,(F.Fy) = -

Kvili zdsadnimu vyznamu této veliciny zopakujme znovu : gravitacni potencidlni energie je definovdna

jako prdce, kterou vykond gravitaéni pole pii pohybu télesa z daného mista ¥ do

zvoleného vychoziho mista 71 (a je také rovna praci , kterou musi nejprve vykonat vnéjsi

sila pfi pfesunu té€lesa opaCnym smérem - z vychoziho mista do daného mista).

Pozndmka : Ze sttedni skoly si jisté pamatujete jednoduchy vzorec pro potencidlni energii :

Wy

= mgh

Neni tento vztah v rozporu s nasim poslednim vzorcem?
Ukazte si na cviceni, Ze nikoliv, a Ze jde pouze o jeho limitni tvar.
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A dile - zejména v teoretickych vypoctech se pro potencidlni energii vétSinou voli vychozi misto
v nekonecnu , tj. matematicky zapsano :

] — o0

V této limité je potom ve vztahu pro potencidlni energii druhy ¢len nulovy - zbavime se tak zavislosti na

pocatecnim stavu télesa (na jeho pocatecni poloze) a dostavame velmi jednoduchy tvar :

W (F) = — KM m
p(r ) = r gravitacni potencidlni energie (speciilni tvar)

Stanovme opét vyznam : je to prdce, kterou vykond gravitacni pole p¥i pohybu télesa 7z daného mista

r do nekonecna (a je také rovna praci, kterou musi nejprve vykonat vné&jsi sila pfi presunu

télesa opaCnym smérem - z nekone¢na do daného mista).

S vyuzitim posledniho vztahu miZeme nyni snadno zapsat piivodni vykonanou praci (vnéjsi silou) pfi

presunu télesa mezi dvéma misty :

_F.dF = - + = Wy(Fy) = Wy(F) = Wpy — W,

r

_[ - KMm KM m
) Ty

T

Prace poti‘ebna pro premisténi télesa mezi dvéma misty je tedy rovna rozdilu potencialnich energii

mezi témito misty. (Formdlné stejny vztah plati pfi jakékoliv volbé vychoziho mista 71 , dokazte sami.)

Casto pouzivanou veli¢inou v gravita¢nim poli je také :

p(r) = " gravitaéni potencidl

Vyznam gravitacniho potencidlu je opét velmi ndzorny : Je to potencidlni energie télesa jednotkové

hmotnosti - tedy prdce gravitacniho pole potiebnd k preneseni télesa jednotkové hmotnosti

z daného mista do nekonecna.

Pak 1ze zapsat vykonanou praci také pomoci rozdilu potencidlii mezi dvéma misty :

A = WpZ - Wp] = m(¢2 - ¢])

Porovnejte pfisti semestr tento gravitacni potencidl s potencidlem elektrostatickym, ktery je kvuli jeho

castému pouzivani v elektrotechnice samoziejmé daleko znaméjsi fyzikalni veliinou.

Dale zavedeme pojem kinetické energie.




Kinetickad energie

Nyni si budeme v§imat zmény pohybového stavu hmotného bodu, spojené s kondnim priace mezi dvéma

misty drahy. Nejprve upravime pohybovou rovnici :

F=mdi=m%
dt

Abychom dostali vztah pro elementarni praci, vyndsobime rovnici skaldrn€ diferencidlem pravodice:
F-df = m%.-df = mdv-v

K dpravé vzniklého skaldrniho soucinu na pravé strané pouzijeme vztah pro velikost vektoru :

2 .-
Ve = vy

Tuto rovnici derivujeme podle ¢asu, nebo jednoduseji diferencujeme :
2vdv = dv-v + v-dv = 2dv-v

Dostaneme :

vdv = v-dv

Coz dosadime do vztahu pro elementérni praci :

F-dF = mdv-v = mvdy

Aby bylo moZno jednoznacné stanovit souvislost s veli¢inami pfedchoziho odstavce, budeme déle

—

piedpokladat, Ze prace se opét kon4 v silovém poli gravita¢ni sily F .

Vyse uvedenou elementarni praci na diferencidlni drize dF necht tedy kon sila gravitaéniho pole a z

rovnice (z jeji pravé strany) vidime, Ze disledkem je vznik diferencidlu, tj. pfirastku rychlosti hmotného

bodu.

Konani price silovim polem ma tedy za nasledek zvySovani rychlosti télesa (predstavte si napiiklad

volny pad v gravitatnim poli Zemg).

Predpoklddejme konkrétné , e kondnim prace plsobici silou pole F' na néjaké drize mezi pociteénim

bodem 7‘} a koncovym bodem 72 se zvysi rychlost t&lesa (hmotného bodu) z hodnoty V ] na \72 .

Vykonand préce tedy bude (jeji oznaceni je ve shodé s oznaCenim prace gravitacniho pole v pfedchozim

odstavci o potencidlni energii) :

A= [F.drF

TR

Po dosazeni za elementdrni praci mizeme lehce provést vypocet urcitého integralu :

G V2 V2
f o Fodi = _ = om|L02] = L2 - L2
A —j F-dr = ~[mvdv—m_[vdv—m[zv ., = 5 mv > mvy
0 v Vi
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Vidime, Ze stejn¢ jako u potencidlni energie, ani tato prace nezavisi na tvaru drahy , dokonce ani

nezavisi_na poloze pocatecniho a koncového bodu drihy - dileZity je pouze pocatecni a koncovy

pohybovy stav télesa (pocatecni a konec¢na rychlost).

Muzeme konstatovat, Zze vykonand price je opét uskladnéna, zakonzervovana , tentokrit ovSem

v pohybovém stavu télesa — a to ma tedy v tomto stavu opét schopnost vykonat stejné velikou praci (pfi
ndvratu do piivodniho pohybového stavu, tj. pfi zabrzdéni télesa).

Tato schopnost télesa vykonat praci , spojend s jeho pohybovym stavem se pak nazyva kinetickd

energie télesa. Abychom, stejné jako u potencidlni energie, vyloucili zdvislost na po¢atecnim stavu télesa

(nyni pohybovém), predpoklddejme poéatecni nulovou rychlost (v; = 0). Potom je druhy ¢len na pravé

stran€ roven nule a kinetickd energie je tedy definovédna jednoduchym vztahem :

_ 1 2
Wk( V) ) my kinetickd energie (hmotného bodu)

Kvuli zdsadnimu vyznamu této veliciny opét zopakujme : Kinetickd energie je definovdna jako prdce,

kterou téleso (hmotny bod) hmotnosti m vykond, kdyZ bude zabrzdéno z rychlosti v do
klidového stavu (a kterou néjaka pusobici sila, napiiklad silové pole, musi nejprve vykonat

pii uvedenti télesa z klidu do pohybu touto rychlosti V).

Pozn. : Nyni, pfi znalosti kinetické energie, uz jist¢ rozumime pozadavku na velmi pomalé posouvini télesa na drize

pti definici energie potencidlni.

S vyuzitim veli¢iny kinetické energie pak také mizeme piepsat vztah pro praci piusobici sily (silového

pole) do tvaru :

r
’ — — 2 2
A = jF-dr = émvz — émvj = Wi(vy) = Wi(vy) = Weo — Wy
]

Priace potiebna pro premisténi télesa mezi dvéma misty (pisobici silou - silovym polem) je tedy

rovna rozdilu Kinetickych energii mezi t€émito misty.

7 predchoziho odstavce ale také vime, Ze praci pii premisténi télesa lze rovnéz vyjadfit rozdilem

potencidlnich energii mezi t¢mito misty ..... aZ nyni tedy vlastné¢ matematicky uplatnime ptedpoklad, Ze

téleso se pohybuje v silovém (gravitacnim) poli :

r r
A, - J.F dl_’: - Wk2 - Wk] - —A - —I—F d? - Wp] - sz
’7] ’71



Dostavame tak vztah pro potencidlni a kinetické energie hmotného bodu v po¢ate€nim a koncovém bodu
dréhy :

Wio = Wi =W, = Wy

Po preskupeni ¢lenti vznikne velmi zdsadni rovnice pro soucet obou energii v téchto bodech :
Wp] + Wk] = sz + sz

Pocatecni a koncové body drahy, stejn¢ jako drdha sama, jsou ovSem v prostoru (v silovém poli) obecné

zcela libovolné , potom tedy miiZeme konstatovat, Ze :

Soucet potencialni a Kkinetické energie ma v jakémkoliv misté

konzervativniho silového pole stale stejnou hodnotu .

Tento soucet se nazyva celkovd mechanickd energie a dospé€li jsme tak k velmi dulezitému zdkonu

mechaniky :

W =W, + W, = konst.

zakon zachovdni celkové mechanické energie

Uvedeny zdkon byl odvozen pro hmotny bod , plati ovSem i pro vSechny hmotné objekty (které jsou

vlastn¢ z hmotnych bodl — atomt - sloZeny).

Jedinym predpokladem zakona zachovani energie je konzervativni silové pole.

Kromé gravitacniho pole je konzervativni také pole elektrostatické a pole pruznych sil , vypocty

v téchto polich jsou tak diky platnosti zdkona zachovani mechanické energie velmi pohodlné.

Konzervativnost bohuzel nejevi napiiklad pole magnetické a pole tiecich sil.

Dulezitost konzervativnosti silového pole podtrhuje jest¢ nasledujici kratky odstavec .

Dalsi vilastnosti konzervativniho pole

Vime uZz, Ze v takovém silovém poli nezavisi vykonand prace pfi pfesunu télesa z mista 77 do mista r»

na tvaru drahy. Jestlize tedy zvolime dvé ruzné drahy (kiivky) s§; a s, spojujici oba body (viz obr.),

pak musi byt prdce na téchto drahach naprosto stejné :
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nezavislost prdce na drdze

r Ty
[ Fedi + [F-df =0
ri(s;) F2(85)

Nyni 1ze oba integraly na levé strané rovnice secist (spojit) do jediného integrdlu po vysledné kiivce,

sloZené z obou jednotlivych kiivek § = §; + s> (jde o tzv. uzavienou krivku a integrdl ma

specidlni oznaceni) :

§ﬁ-d7=0

S:S]+ S

integrdl po uzavieni kiivce s

Protoze ob¢ ptivodni kiivky byly libovolné a spojovaly libovolné dva body, plati integral pro jakoukoliv

uzavienou kfivku v prostoru silového pole a nepiSeme proto Zadné oznaceni této kiivky :

§F-d7 =0

celkovd prdace na_libovolné uzaviené drdze (je nulova)

Slovni vyjddreni : Celkovd vykonand prdce na uzaviené drdze (pti obéhu uzaviené kiivky, tj. pfi navratu

do vychoziho mista ) je nulovd.

Pozn. : Pritom samoziejmé na nekterych Castech drahy je vykonana prace kladnd a na jinych ¢astech drahy je zdpornd)

Tento vztah po mnoho staleti velmi znesnadioval nadSenym vynélezcim konstrukci mechanického vééné

pracujiciho stroje - perpertua mobile (1. druhu).
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V konzervativnim elektrostatickém poli je vySe uvedeny vztah zdkladem Kirchhofova zdkona o ob¢hu

uzaviené smycky elektrického obvodu (soucet napéti zdrojii a Gbytkl napéti na odporech je nulovy —
nebot’ v§echno to jsou price v elektrickém poli, kladné ¢i zdporné).

V termodynamice maji podobnou vlastnost stavové veli¢iny (to jsou stavové proménné jako tlak, objem,

teplota, ale jde hlavné o stavové funkce jako je vnitini energie, entropie, entalpie, volnd energie, atd.,

obecné termodynamické potencidly), uzavienou kiivkou zde ovSem neni skute¢nd draha v prostoru, ale

stejn¢ geometricky uzaviend kiivka kruhového déje v grafu stavovych proménnych (napiiklad v pV-

diagramu).

V piistim semestru (FYA2) si jest¢ ukazeme dalSi vztahy , ve tvaru diferencidlnich operdtorovych rovnic

pro intenzitu a potencidl elektrostatického pole, které jsou ekvivalentni vySe uvedenym integralnim

vztahim :
E = —gradg
rotE = 0

V nasem gravitacnim poli pak plati analogické rovnice pro gravitacni intenzitu (nebo silu) :

K = —grade
rotK = 0
konec kapitoly K. Rusiak, verze 02/2006

rev. 02/2007
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Dynamika soustavy hmotnych bodiu

Tento velmi dulezity fyzikalni pojem slouzi ke studiu a modelovéani pohybu redlnych objektt slozenych z
nepatrnych hmotnych ¢astic (t€lesa pevnd, kapalnd i plynnd), nebo soustav téles, jejichZ velikosti 1ze pro

pfiblizné feSeni zanedbat (slunecni soustava).

Definujme zdkladni parametry soustavy hmotnych bodii :

1. hmotny bod .... hmotnosti m; ....mdpolohu 7, .... rychlost v, ....ahybnost p, =m; Vv,
2. hmotny bod .... hmotnosti m, ....mapolohu 7, .... rychlost V,....ahybnost p, =m, v,
3. hmotny bod .... hmotnosti m; ....mdpolohu 7; .... rychlost V; ....ahybnost p; =m; V;
4. hmotny bod .... hmotnosti m, ....md polohu 7, .... rychlost V,....ahybnost p, =m, V,
k-ty hmot.bod .... hmotnosti m, ....mdpolohu 7, .... rychlost vV, ....ahybnost p, =m; v,
N-ty hmot.bod .... hmotnosti m .... md polohu 7y .... rychlost vV, ....ahybnost py =my Vy

Y

Jni

Uvazme dale, jaké sily piisobi na libovolny hmotny bod soustavy (napfiiklad na druhy, viz obr.) :

1) od objektl vné soustavy — tzv. vnéjsi sily ( F 2E )

2) od ostatnich hmotnych bodii soustavy — tzv. ynitini sily ( F 12 F 3 F 0



Pro kazdy hmotny bod pak napiSeme Newtonovu pohybovou rovnici (v néjaké inercidlni soufadné

soustave) :

dp R ~ N . - -
%:F]:F]E+F2]+F3]+F41+ ..... +FN1
t

dp _ ~ _ - - -
%:F2:F2E+F]2+F32+F42+ ..... +FN2
t

d_' _ - - . . -
%:F3:F3E+F]3+F23+F43+ ..... +FN3
t

dp R _ - . - -
%:F4:F4E+F]4+F24+F34+ ..... +FN4
t

P _f  FE LB, +Fy +Fy+ot F
? k= Tk Ik 2k 3k T Nk
By 5 _pi o r i E AP ;
d—;vz N= N+F]N+F2N+F3N+ ..... +F(N—])N

Dostdvame tak celkem N rovnic, které y§echny seéteme dohromady (tj. seéteme vSechny jejich levé

strany a vSechny jejich pravé strany) :

ap, +dp2 +dﬁ3 +....+de
dt dt dt dt

M=
M=
el

_ rFE - E - E - E
= FE+FF+FF+  +FF +

~
Il

~

~.
ol

i~

Posledni ¢len na pravé stran¢ je formalné zapsany soucet vSech vnitinich sil v nasi soustavé hmotnych
bod.

Podle 3. Newtonova zdkona ke kazdé jednotlivé vnitini sile v tomto souctu vzdy existuje jeji stejné

velika a opacné orientovana reakce (viz obr.) :

—

Fyp = —Fy

Soucet téchto dvou sil je tedy vzdy nulovy :

ProtoZe nezdlezi na potadi s¢itanct, miZeme si predstavit, Ze seCteni vSech vnitinich sil se uskutecni

pravé po téchto dvojicich , coz vede k jednozna¢nému vysledku celého tohoto souctu :

Mz

>3

J:]k
J

N N
Jk = Z Z (F; ) =0 soudet v§ech vnitinich sil je nulovy

j=lk=1

j#k

~ i~

+




ProtoZe yniti‘ni sily soustavy hmotnych bodl ve vétSin€ piipadti nezname a pro jejich velky pocet ani

nelze pocitat s jejich napiiklad zmétenim, potom jejich vyslednd ,,nulovost® vlastné otevird jedinou

moznou cestu , jak pokracovat v feSeni nasi ,,souctové rovnice* , kterd md nyni vyrazné zjednodusenou

pravou stranu :

dp, , dp,  dp dp
Pr P2  DPs 2PN

= FE+FE+FF +. +FE
dr  dr  dt dt roone s N

Jestlize definujme nové fyzikalni veliiny :

N N N dF

S . . o 7

P =p +p,+p;+..+py = Zpk = ka"k = Z my dt celkovd hybnost soustayy
k=1 k=1 k=1

vyslednd vnéjsi sila

N
=~E _ pE , oE | oE =E =F
Ft = FF+Ff+Ff+  +F) = Y F

k=1

Potom po dpravé levé strany rovnice, za pouZziti zdkladnich pravidel o derivaci (souctu funkci), vznikne

velmi jednoduchy vztah, podobny ,,obycejné* pohybové rovnici pro (jeden) hmotny bod :

dP FE
E - 1. véta impulzovd

Slovni vyjddreni : Casovd zména celkové hybnosti soustavy hmotnych bodii (za jednotku asu) je rovna

vysledné vnéjsi sile.
Nebo jinak : Zménu celkové hybnosti soustavy je mozno dosdhnout pouze pomoci vnéjsich sil, tj. sil

pusobicich z okoli soustavy.

Tedy jakkoliv_velké sily vnitini (jakékoliv povahy — mechanické, elektromagnetické, chemické, ...a

Jjakéhokoliv charakteru — sily pusobici pomalu, rychle, explosivné,... ) nikdy nedokazou zménit

celkovou hybnost soustavy (i kdyZ samoziejmé zméni jednotlivé hybnosti hmotnych bodu).

Pozn. : Nezapomenme, Ze tento vyznamny a jednoduchy teoreticky vztah byl dosazen jen diky platnosti tfetiho Newtonova

zakona - zakona akce a reakce.

Bohuzel formalni jednoduchost prvni impulzové véty je ,,vykoupena“ komplikovanosti veli¢in na

obou strandach rovnice (jsou tvoreny souctem obrovského poctu jednotlivych ¢lenti — u redlnych téles fadu

Avogadrova c¢isla) , a proto také neni ihned ziejmé, jaky je jeji prakticky vyznam.

Situace se vice vyjasni teprve po zavedeni pojmu hmotny stifed (téziSté) soustavy :




Uvazme, Ze v 1. vété impulzové jsou vlastné vsechny vnéjsi sily nahrazeny jedinou vyslednou silou - a

vSechny hybnosti soustavy nahrazuje jedina vysledna hybnost .

Pokusme se proto také vsechny hmotné body nahradit jedinym hmotnym bodem , kterému bychom

prifadili vyslednou hybnost a ve kterém by bylo ptsobisté vysledné sily.

wvviewv

Tento mySleny hmotny bod - hmotny stied (téZisté) soustavy — ktery bude ,,reprezentovat® celou soustavu

hmotnych bodl, musi mit rovnéz definovanou svoji hmotnost - jisté ji polozime rovnou celkové

hmotnosti vSech hmotnych bodil soustavy :

0 hmotnost t&isté

N
m, =m = m+my+m;t..tmy = > m
k=1

JestliZze dale oznac¢ime :

To poloha (privodi&) ¢&isté

Vv

Pak miiZeme stanovit rychlost téZist¢ jako derivaci jejiho privodice :

- dr,
Vo = d rychlost té&Zisté

Vvew

_— Y
Po = m-v, = m di hybnost t&isté

A podle vychozi iivahy se tato hybnost musi rovnat celkové hybnosti soustavy :

p, =P hybnost tézisté je rovna celkové hybnosti

Po dosazeni na obou stranéch :

dr, N dr,
m e =

a = dt
A pouzitim zékladnich pravidel o derivacich dostaneme rovnici :
d mr, = d 5 m,r,
- = kT
d°  diio

Z rovnosti derivaci pak plyne rovnost funkci — ale az na libovolnou konstantu :

N
mr, = kark + konst
k=1



Pfi standardni volbé nulové konstanty pak obdrzime béZné pouzivany vztah pro polohu hmotného

v vew

_ !
m

N
Z poloha hmotného stiedu (t&Zisté) soustavy
k=1

Puvodn¢ libovolna konstanta vlastné znamenala, Ze za pusobisté vysledné sily by bylo mozno povazovat

jakvkoliv bod v prostoru, ale volba nulové konstanty pfindsi ndsledujici vyznacnou vlastnost t¢Zisté

soustavy hmotnych bodi :

K jejimu objasnéni pouZijeme tzv. t&Zist’ovou soustavu soufadnic (miZzeme ji oznalit S’ ), tj. takovou

V této vztazné soustave je ale pravodic tézisté nulovy :

0=7F =

A tedy plati (po vyndsobeni rovnice hmotnosti) :
N
k=1

Nyni jesté vyndsobime sumu vektorové zprava - tj. kazdy jeji Clen - vektorem tihového zrychlent :

N

—7 =
kark xg =20
k=1



A po piesunu skaldru ve vektorovém soucinu vznikne uz velmi ndzorny vztah :
N
-/ —
Zrk xmg =0
k=1
ProtoZe souciny tihového zrychleni a hmotnosti jednotlivych bodi jsou tihy téchto hmotnych bodd,

muiZeme nakonec napsat :

N
FxG, =0

Z e XGp = rovnovaha momenti tthovych sil vzhledem k téZisti

k=1

Tento vztah znamend, Ze soucet momenti tihovych sil vSech hmotnych bodi soustavy vzhledem

k tézisti je nulovy . Tihové (gravitacni) sily jsou vnéjsi sily dané soustavy a dostdvame tak jednu
z podminek klidové rovrovdhy télesa (viz nasledujici kapitola ,,Aplikace impulsovych vét®).

sV 2

Jak v nésledujici kapitole dale uvidite, je druhou podminkou rovnovazného stavu jeSt€ rovnovadha

pusobicich sil, tedy nulovy soucet vSech vnéjSich sil , coz se da zajistit podeprenim télesa v téZisti

vvvvv

Gr 7 7 T 1 7
o L
G, G,

Teziste je tak ,rovnovaznym bodem* télesa, proto mizeme do n¢j jednoduse umistit vektor (celkové)
tihy télesa jako vyslednice gravitacnich tithovych sil plsobicich na vSechny body télesa — a to bez
dodatecného silového momentu (ten bychom museli pfidat pfi umisténi tihy do né¢jakého jiného bodu -

viz opét ndsledujici kapitola). Tedy :

WV ew

Tézisté télesa je nejjednodussi piuisobisté gravitacéni tihy télesa.

A také : Tézisté je ,,rovnovaznym bodem* télesa.




Daéle uvazme : jestlize jsme definovali téZiSté jako hmotny bod, ve kterém je soustiedéna hmotnost celé

soustavy hmotnych bodt, jehoz hybnost je rovna celkové hybnosti a na ktery ptisobi vyslednice vnéjsich

Vvew

ar _dp, _ g
dt dt
Nebo zapsano pomoci polohového vektoru téziste :
d’%, _ zr
- P pohybovd rovnice t&isté

Slovni vyjddreni : TéZisté se pohybuje jako hmotny bod o hmotnosti celé soustavy, na ktery piisobi

vyslednd vnéjsi sila.

VyfteSenim této pohybové rovnice potom miiZzeme ziskat drahu téziSté soustavy hmotnych bodi

(pfipadné jeho okamZitou rychlost a zrychleni).

Draha jediného bodu, byt bodu vyzna¢ného, nemiize ovSem popsat obecné slozity pohyb celé soustavy -

krom¢ specifického pripadu , kdyZ by se vSechny hmotné body soustavy pohybovaly stejnym

zpusobem (stejnou rychlosti) na geometricky stejnych drahach jako tézisté.

Takovy pohyb soustavy hmotnych bodi (t¢lesa) je pak zcela uréen pohybem téZisté a oznacuje se jako

posuvny pohyb — translace télesa. MuZeme tedy konstatovat :

Prvni véta impulzova, jako pohybova rovnice tézisté, urcuje translaci soustavy hmotnych bodi.

Nebo jinak : Prvni impulzova véta je ,,pohybovou rovnici translace*.

Drahy hmotnych bodu télesa (a t€zist¢) mohou byt pfi translaci jak piimocaré (napt. vozidlo pohybujici
se na piimé draze), tak i kFivocaré (napft. zavésené lodicky na Ruském kole, balistické kyvadlo, kurzor

pocitacové mysi na obrazovce).

Obecné je ale pohyb téles slozitéjSi nez pouhd translace : VSimnéme si napiiklad automobilu jedouciho

po silnici — jeho téZisté pritom sice sleduje tvar silnice - pohybuje se tedy po né&jaké spojité kiivce dréhy ,

kterd urCuje moznou translaci, ale auto jako celek rozhodné translaci nekond, nebot’ jeho natidCeni pfi
zméndch sméru jizdy je vlastné ,Jokdlni* rotacni pohyb .

S vyuzitim znalosti o geometrii kiivek lze prijezd auta zatickou popsat jako rotaci kolem svislé osy ,

kterd prochazi stfedem piislusné oskulaéni kruznice (kiivky drahy tézisté). Tento popis ndm sice zjevné




Vv

ukazuje zdsadné dileZitou spojitost translacniho pohybu (tézist€) s pohybem rotaénim, ale jeho

matematické vyjadieni by bylo velmi komplikované .

My

Pozn. : Nebot’ kromé drahy tézisté¢ bychom museli stanovit jesté ,,drahu® stiedu oskulacni kruznice, kterd by asi prinesla

%

rovnice pro rotaci kvtli neinercidlni soustavé soufadnic spojené se stiedem oskulacni kruZnice.

Nastésti je ale také mozné si namisto této ,,skutecné rotace* predstavit , Ze automobil v zaticce kona

Vv s\,

transla¢ni pohyb (dany pohybem t&Zisté) a pritom se soucasné nataci - tj. rotuje - kolem svislé osy,

kterd prochazi tézistém .

Ukazuje se, ze takovy ,, rozklad obecného pohybu “ (pevného) t€lesa na translaci (danou pohybem

tézist€) a rotaci (kolem osy jdouci tézistém) je vZdy proveditelny - u nejslozitéjSich prostorovych

Vvew

v kazdém misté této drahy .

Obecny pohyb télesa je sloZeny z translace a rotace kolem osy jdouci tézistém.

Vv

Pozn. : Nahrazeni rotacni osy jdouci stiedem oskulaéni kruznice myslenou osou v téZisti je pfitom jisté velmi vyhodna, nebot’
u obecného krivocarého pohybu se poloha stfedu oskulacni kruznice i jeji polomér neustdle méni. Matematicky
dikaz nezavislosti této rotace na translaci a z toho plynouci jednoznacnosti rozkladu obecného pohybu je proveden

v ndasledujici kapitole.

Nase prvni impulzova véta jako ,,pohybova rovnice translace“ tedy popisuje pouze ,jednu Cast

obecného pohybu soustavy hmotnych bodu (télesa).

To znamend, Ze pro popis ,,druhé ¢asti* obecného pohybu soustavy - pohybu rota¢niho - bude jesté nutno

sestavit n€jakou analogickou ,,pohybovou rovnici rotace*.

Nemél by to byt zdsadné obtizny tkol, protoZe jsme jiz diive, v kapitole ,,Dynamika hmotného bodu‘

odvodili tzv. pohybovou rovnici pro rotaci jednoho hmotného bodu :

b _

dt

Tato rovnice jist¢ plati pro libovolny hmotny bod soustavy, uvédomme si tedy nejprve, jak mame

formaln¢ presné definovat moment jeho hybnosti a moment sily , kterd na né&j pasobi :

- - - — — - d’_;k
by = nXpy = nXmy, = 5 Xmy r moment hybnosti k-tého bodu soustavy

M, = 15 XF, moment sily pusobici na k-ty bod soustavy




Pohybovou rovnici pro rotaci nyni napiSeme pro kazdy hmotny bod soustavy (v n&jaké inercidlni soustavé

soufadnic) a stejné jako pii odvozeni prvni impulzové véty rozd€lime piisobici silu na vnitini a vnéjsi :

db, - = g - L e
d—]:M]: X E, = X(FF + Fy + Fy 4.+ Fyy )= F X FE +F, X Fy + 7, X Fyy +...

t

dby = o F _= FE B L F B2 U BE 2 oD a7

t

db; _ = o B = FE LT a P2 wBE 2P 4D

t

dby = - m - FE | - P wBE L R ar D

t

dby = o F = RE P = A SV S S B S

t

dby = o = - FE T r = = wPE 2 T = T
t

Dostdvame tak celkem N rovnic, které opét vSechny seéteme dohromady :

db, ~db, = db dby . g . mp .= . _ap &L
Ly =24 S 4= o FXF + B XFy +FXFy 4 4Ty XFy + > Y FXFy
di | dr | dr dr PPy

Jtk

Posledni ¢len na pravé strané je formaln¢ zapsany soucet momentii vsech vnitinich sil v nasi soustave

hmotnych bodii. Tento soucet je stejn¢ nulovy , tak jako byl nulovy soucet vSech vnitinich sil, nebot’ ke

kazdému momentu néjaké jednotlivé vnitini sily existuje stejné veliky a opacné orientovany moment jeji

reakce (pokuste se dokdzat s vyuZitim obrazku) :

<€

v

d:




Souctova rovnice se tedy zjednodusi na tvar :

db, db, db dby . =g . =g - = I
Ly 2 2 =N =X FE AR XFE + BXFE + 4Py xFY

dt dt dt dt

Jestlize dale nové definujeme celkovy moment hybnosti soustavy hmotnych bodi a vysledny moment

vSech vngjSich sil jako :

N N dr,
S T T A wl A k
B=b,+b,+b;+b,+...+by = Zbk = Z”k Xy, r celkovy moment hybnosti

k=1 k=1

vysledny moment vnéjsich sil

k=1

Potom za pouZiti zdkladnich pravidel o derivaci vznikne z nasi souctové rovnice dal$i velmi dulezity
vztah, na prvni pohled dosti podobny ,,obycejné* rovnici pro rotaci (jednoho) hmotného bodu - to je

dobré pro zapamatovani, ale neptehlédnéte odliSnosti :

B _ g

dt 2. véta impulzovd

Slovni vyjddreni : Casovd zména celkového momentu hybnosti soustavy hmotnych bodii je rovna

vyslednému momentu vnéjsich sil.

Podle prvni véty jiz vime, Ze jakkoliv veliké vniti'ni sily (jakékoliv povahy a jakéhokoliv charakteru)
nikdy nedokazou zménit celkovou hybnost soustavy - a nyni také vidime, Ze tyto sily nedokazZou

zménit _ani_celkovy moment hybnosti_soustavy (i kdyZz samozifejmé zméni jednotlivé momenty

hybnosti hmotnych bodu).

Nalezeny vztah — druha véta impulzova - ma zdsadni dileZitost zejména pii zkoumani rotacniho

pohybu soustav hmotnych bodi, pfi¢emz v ptipadé rotace tuhého télesa kolem pevné osy lze levou stranu
rovnice jeSt€ vyrazné zjednodusit (viz kapitola ,,Dynamika tuhého t€élesa®).

Jeji konkrétni pouziti pro popis rotace jako druhé ¢asti obecného pohybu soustav hmotnych bodd pak
bude specifikovdno v nasledujici kapitole ,,Aplikace impulzovych vét*.

MuzZeme tedy zjednoduseng tvrdit :

Druha impulzova véta je ,,pohybovou rovnici rotace.

10



Uvédomme si zdvérem, Ze jak 2. vétu impulzovou — tak i 1.vétu — jsme ziskali diky platnosti tietiho

Newtonova zdkona (akce a reakce) a Ze plati v libovolné inercidlni vztazné soustavé soufadnic .

Obé impulzové véty jsou tedy invariantni (neménné) vzhledem ke Galileové transformaci — jak

jinak, vzdyt byly odvozeny piimo z Newtonovych pohybovych rovnic.

konec kapitoly K. Rusiak, verze 03/2006

rev. 02/2007
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Aplikace impulzovvch vét

Na zdklad¢ vSech Newtonovych zdkonu jsme odvodili dva zdkladni vztahy klasické mechaniky -
impulzové véty — které maji zdsadni dulezitost pro studium mechanického pohybu nejen vybranych
soustav hmotnych bodd, ale vlastné veskerého hmotného svéta kolem nas.

V prvni fadé nyni dokon¢ime analyzu obecného pohybu téles, zapo€atou v minulé kapitole :

a) Obecny pohyb soustavy hmotnych bodii (télesa)

Dospéli jsme jiz k zdsadnimu poznatku, Ze obecny pohyb soustavy hmotnych bodi (télesa) 1ze vytvoftit ze

dvou relativné jednoduchych pohybii — translace a rotace kolem osy jdouci tézistém.

Translaci télesa ve zvolené (inercidlni) soustavé soutfadnic pak dokonale a bez problému popisuje prvni

impulzova véta .

Jestlize si ddle uvédomime, Ze druha impulzova véta popisuje rotaci kolem osy jdouci pocitkem

zvolené (inercidlni) soufadné soustavy, potom tedy pro pozadovanou rotaci kolem osy prochazejici

téziStém musime tuto impulsovou vétu napsat a pouzivat v takové vztazné soustavé soufadnic, jejiz

vvvvv

kapitole pouzitd - téziSt'ova soustava souradnic .

A nyni tvrdé narazime na jednu zasadni potiZ : druhd impulzova véta byla odvozend a plati pouze

v inercialnich soustaviach - ale téziStovou soustavu nelze obecné povazovat za inercialni , nebot’

tézist¢ jako hmotny bod se pod vlivem vnéjSich sil miZze pohybovat po libovolné kiivocaré draze, tj.

s libovolnym zrychlenim.

Vv

20

zrychleném pohybu t€ZiSt€ (tj. na translaci télesa ).

Vvoew

Struéné feceno — jak zavisi rotac¢ni pohyb (kolem osy jdouci t€ziSt€ém) na translaci télesa.

Provedeme proto nyni pfevod - transformaci - druhé véty impulzové do téziStové souradné soustavy :

Nejprve napiSme zndmy standardni tvar 2. véty impulsové v n&jaké inercidlni soustavé soufadnic S :

B gE
dt

Déle musime dosadit za celkovy moment hybnosti a vysledny moment vnéjSich sil. Podle defini¢nich

vztahl (z minulé kapitoly) plati :



_ I dF
B = b+by+bs+..4by = D b = D Foxm—~
k=1 k=1 dt
M* = FXFE 4R XS + B XFf 4 4FyxFy = Y M{ = Y i XFf
k=1 k=1

Pro dosazeni pouzijeme konkrétn¢ posledni vyrazy na pravych stranidch, které obsahuji pravodice, a

dostaneme :

d N

ZNE xm e _ i? x F.E
k X my = 2Tk X Fy
iy e 5

A nyni ptevedeme tento vztah do téZistové soustavy soufadnic S’ (viz obr.) :

Pripomenme si obecny prevodni vztah mezi privodi¢i hmotného bodu v obou soustavach, ktery jsme

odvodili v kapitole ,,Inercidlni a neinercidlni soustavy* :

— = —/

r=R+r

Jestlize uvédzime, Ze vektorem R spojujicim pocétky obou soustav je zde privodi¢ t&Zist¢ 7, , pak pro
kazdy hmotny bod miiZeme psat (viz obr.) :

n=7r,+rn

A tento vztah dosadime do vySe pfipraveného tvaru 2. véty (v rdmecku) :



d(r, +rk

N
S (F HE ) xmy Z(r +7 )XFE
k=1

Upravme vyraz na levé stran¢ rozndsobenim dvojclenti :

dri, | d | dr; | d |¥_, i, | d |3, dr;
Zr X m,, A D E Xy = Y R Xmy — S 3 R xmy, — -
dr | & dt | dt|= | dt|& de | dt|= dt

Ve druhém ¢lenu provedeme vytknuti a ve tietim Clenu prfesuneme skaldry (hmotnosti) a také vytkneme :

d?k’ d |, dr,
(> m,r )X—O +— r Xm
dt; ;k tzkk dt [ ar |2 ar

Nyni je zfejmé, Ze oba tyto Cleny musi byt nulové , nebot’ v téZiStové soustavé vzdy plati (viz vySe

vlastnosti téziste) :
N
—/
k=1

Na levé strané rovnice tedy zbudou jen dva Cleny :

d al - d;: d l —7 d;:, - —7 -
— roXm, —%r + — Ty Xmy, ——¢ = E (7, +7, )XFkE
dt |\ dt dt 1= dt =

Pokracujme dale v tpravich provedenim derivace prvniho ¢lenu levé strany a rozndsobenim dvoj¢lenu na

stran¢ pravé :

N 7 = N = N oY
r, dr, . d-r, d . dr =+ TE
+ > r,Xmy + — e Xm I, ><Fk + ry X Fy,
P dt dt ]; 0 2 Z Z

2
dt dt (i3

Prvni ¢len nalevo je opét nulovy (rovnobé&zné Vektory) a Vznikl}’/ druh}’/ Clen se Vyru§1’ S prvnl’m ¢lenem

Vvew

2- 2» 427 N N

_ _ = o _ = ~E _ - ~E - ~E

Z ka = ka . 2 —r0><m-—dt2 =r,Xm-F~ =r, X y = ) I, XF,
k=1 k=1 k=1

Dostavame tedy (jiz bez zavorek) :

d & _, dr]
— ) L Xm —k = r Fk
dt dt

k=1 k=1



Coz je formdlné naprosto stejnd rovnice jako vychozi vztah, pouze v arkovanych soufadnicich, tj.

Vv

v soufadnicich tézistové soustavy :

B -,
d_:ME
dt

Vidime, Ze z diivodu specifickych vlastnosti hmotného stfedu se tvar druhé véty impulzové po prechodu

do S’ viibec nezménil - tento fyzikdlni zdkon je tedy invariantni pfi transformaci do téZist'ové souradné

soustavy - a v této soustavé pak popisuje rotaci vzhledem k ose jdouci pocatkem soustavy — téziStém .

2%

Jinak receno : protoZe se pohyb t€Zisté na vysledném vztahu viibec neprojevuje, nemd tedy vliv ani na

pohyb, ktery tento vztah popisuje, nebo-li :

Vlastni pohyb tézisté nema vliv na rotaci soustavy hmotnych bodu kolem osy jdouci tézistém.

A jesté jinak receno : rotaéni pohyb soustavy hmotnych bodi kolem osy jdouci téZistém (ktery popisuje

N2

na translaénim pohybu télesa..

Tento principidlni poznatek 1ze pak velmi u¢inné vyuZit pii popisu a sledovani pohybii soustav hmotnych
bod :

JakvKkoliv obecny pohyb soustavy hmotnych bodu (télesa) je vZidy mozné popsat jako slozenv ze

dvou diléich jednoduchych nezavislych pohybu , ato:

e 7z translace - posuvného pohybu télesa, ktery je urCen vlastnim pohybem téziSté - jako

hmotného bodu o hmotnosti celé soustavy na ktery pusobi vyslednd vnéjsi sila . Pfi tomto pohybu

se vSechny hmotné body soustavy pohybuji stejnym zpiisobem (stejnou rychlosti) na

(geometricky) stejnych drahdch jako téZisté¢ . Pro nalezeni tohoto pohybu je potfeba vyftesit

pohybovou rovnici té€zisté — tj. prvni vétu impulzovou :

d’F, _ FE
dt?

e 7 rotace - rotacniho pohybu télesa kolem osy jdouci téziStém — zpisobené vyslednym

Vev s Vv YoM v

momentem vnéjSich sil . Ke stanoveni tohoto pohybu je potfeba v téZiStové soustave fesit 2. vétu

impulzovou :
dB -
= - pmE
dt




osa rotace !
|

draha tézisté

Prostudujme déle nékolik specidlnich aplikaci obou impulzovych vét, kde ziskanych znalosti o obecném

pohybu soustav hmotnych bodti dobfe vyuZijeme :

b) Rovnovdha télesa (klidovad)

Rovnovadhu télesa obvykle ztotoziiujeme sjeho klidovym stavem (Ize ale také fteSit i rovnovédhu
pohybujictho se objektu, napiiklad cyklisty v zatd¢ce). Klidovy stav télesa ovSem znamend, Ze

nedochazi ani ke translaénimu , ani k rotaénimu pohybu télesa, tj. musi byt rovna nule jak hybnost ,

tak i moment hybnosti :

P=0 B =0

Casové zmény nulovych funkci jsou samoziejmé také nulové :

aw _, a _,
dt dt

A z impulzovych vét pak plyne i nulovost souctu vSech vnéjSich sil i souctu v§ech momentt téchto sil :

Ft = FEvFEf+FF+  +FF =0

podminky rovnovdhy télesa

—

ME = Mf+My+Mf+..+Mj; =0

Rovnovaha t€lesa vyzaduje tak nejen nulovou vyslednici vnéjSich sil ale také nulovy vysledny moment

Vv s Vv

vngjSich sil (samoziejmé vzhledem k t€Zisti - ale uvazte, Ze neexistence rotaéniho pohybu musi znamenat

i nulovy silovy moment vzhledem k libovolnému bodu).

Rovnovaha télesa znamena nejen rovnovahu vnéjsich sil, ale i rovnovahu jejich momenti.

Uvedené vztahy jsou zdkladem statické mechaniky (statiky)

5



¢) Uzaviend (izolovand) soustava

Takové oznaceni pouZivame pro soustavu hmotnych bodi, na kterou z okoli nepisobi Zadna vnéjsi sila .

Je tedy nulov4 jak vyslednice vnéjSich sil, tak vysledny vnéjsi silovy moment :

FE = 0 ME = 0

NescisIné mnozstvi aplikaci pak vyuziva toho, Ze uvedené vztahy mohou byt splnény i ve specialnim
ptipadu - kdy na soustavu bude pusobit vice vnéjSich sil (minimdln¢ dv¢), sice nenulovych — které ale

budou mit dohromady nulovou vyslednici a také nulovy vysledny silovy moment (to jsou vlastné

podminky rovnovahy télesa podle ptedchoziho odstavce) :

— —

FE = ﬁ]E+ﬁ2E+F3E+....+ﬁ1\€ =0 ME = AZIE—i_]\ZZE+Z\23E++1‘216 =0

Vvoew

Podle impulzovych vét jsou pak také nulové Casové zmény celkové hybnosti (také hybnosti t&zisté, kterd

se ji rovnd) a celkového momentu hybnosti :

d_P:0 %:0 d_B:0
dt dt dt

A aplikace zdkladnich znalosti o derivacich ndm ddvé jednoduchy vysledek — Casovou neménnost téchto

velicin :

P=p,+p,+P;+...+py = konst.

zakon zachovani hybnosti

B = b+ by+ by+...+ by = konst zdkon zachovdni momentu hybnosti

p, = konst zdkon setrvaénosti (t&5isté)

Tyto zdkony Casto umoziuji feSeni komplikovanych pohybu soustav hmotnych bodii, aniz by bylo nutno

detailné sledovat chovéni jednotlivych boda.

Pozn. - Stav klidové rovnovahy télesa je zfejmé specidlnim piipadem nalezenych zdkont zachovéani, pro nulovou hodnotu

pravych stran.



d) Ekvivalentni soustava sil

Vngjsi sily pasobici na néjaké té€leso mohou byt také podle potieby nahrazeny jinym souborem sil , ktery

ale musi mit na téleso stejny pohybovy ucinek — tj. bude vytvafet stejny rotac¢ni i translaéni pohyb.

Z toho ovSem pak podle impulzovych vét plyne, Ze tato nova soustava sil musi mit stejnou vyslednici a

také stejny vysledny silovy moment jako puvodni vnéjsi sily (vzhledem ke stejnému bodu).

Specidlné potom, pfi velmi Castém poZadavku na maximalni zjednoduSeni vné&jSich sil, muzeme

jakkoliv pocetny soubor sil nahradit jedinou silou - jejich vyslednici (vektorovym souctem) a mizeme ji

umistit v libovolném misté — a jedinym silovym momentem o velikosti rovné vyslednému momentu

pivodnich sil vzhledem k tomuto poZadovanému bodu.

Proto tedy - jestlize za pusobisté jediné vysledné sily zvolime bod ,,rovnovahy télesa“ - vii¢i némuz maji

pivodni sily vysledny moment rovny nule , bude ekvivalentni soustavu sil tvofit pouze tato jedina

vyslednice.

Nalezeni takového vztazného bodu je proto nutnou soucdsti ndvodu na skldddni rovnobéZnych sil , které

jste provadéli jiz na stfedni Skole.

Specidlné v gravitacnim poli (Zem¢) je bodem rovnovédhy ¢éZisté télesa, protoZe jsme v minulé kapitole

odvodili, Ze sou¢et momentd tthovych sil v§ech hmotnych bodt je vzhledem k nému nulovy :

N
Z nxXGp =0 teZisté jako ,,bod rovnovdahy* gravitacnich sil
k=1

vvvvv

silového momentu.

Pfi dodrZovani stejnych principi 1ze samoziejmé provadét také opacny proces - rozklad tihy télesa

(napftiklad tihu néjakého nosniku rozloZime na jednotlivé opérné pilite).

V konkrétnich technickych aplikacich ale vztazny bod vétSinou neni mozno zvolit, je jiZ urcen

napiiklad skute¢nou osou rotace a nemusi to viibec byt rovnovdzny bod - pak je ovSem vZdy nezbytné

pripojit k vyslednici sil také nenulovy silovy moment .

K jeho vytvofeni se Casto pouziva tzv. dvojice sil , tj. dvé stejn¢ veliké, opacné orientované sily, neleZici

na stejné piimce (viz obr.).



Q|

|
y

Vyhoda je zfejma — pfipojenim dvojice sil se nezméni vyslednice vSech sil - a navic - jeji silovy moment

je stejny viici jakémukoliv bodu prostoru (pokuste se o dikaz) :

—

M = dxF

moment dvojice sil

Tak naptiklad i jen jedinou na téleso (v misté A ) pusobici silu mizeme nahradit jinou silou — stejné

velikou, ale puisobici v jiném misté B - jde tedy vlastné o posunuti sily do jiného piisobisté , ale musime

pripojit dvojici sil se stejnym momentem jako méla ptivodni sila vzhledem k tomuto novému bodu (viz

obr.).

)
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Dynamika pevného télesa

Daéle se budeme podrobnéji vénovat tuhé soustavé hmotnych bodi jako modelu pevného télesa. Tento

specidlni piipad soustavy hmotnych bodl 1ze jednoduse charakterizovat neménnymi vzdalenostmi mezi

2

také neménnou, konstantni polohu :

r, =

L
m

N
> my -F = konst. 1351518 tuhého télesa
k=1

Pro pohyb pevného télesa samoziejm¢ plati vSechny rovnice , odvozené v ptedchozich kapitolach pro

obecnou soustavu hmotnych bod :

= Pfi studiu chovani télesa za riznych podminek lze vyhodné vyuzit rozkladu obecného pohybu

Vv

télesa na posuvny pohyb dany pohybem t¢Zist€ a na rota¢ni pohyb kolem osy jdouci tézistém.

=  Rovnéz jsou platné z obecného pohybu odvozené podminky klidové rovnovahy télesa, kdy

nedochdzi ani k translaénimu, ani k rotacnimu pohybu télesa.

= Stejné tak miZeme vyuzivat vztahy odvozené pro izolovanou (uzavienou) soustavu , na kterou

nepusobi Zadné vnéjsi sily.

= A samoziejm¢ pouZivame také ekvivalentni soustavy sil , které maji stejnou vyslednici i stejny

vV,

Déle si ukdZeme, jak neménny tvar téles umoZni zavedeni nové fyzikdlni veli¢iny - momentu

setrvacnosti télesa - a jak tato veli¢ina vyrazné zjednodusi druhou impulzovou vétu.

Nejprve se budeme zabyvat kinetickou energii télesa s vyuzitim pravé znalosti o rozkladu obecného

pohybu na pohyb translacni a pohyb rotacni .

Nejjednodussi jist€¢ bude vypocet v piipad¢ translace télesa :

1) Kinetickd energie pii posuvném pohybu télesa , kdy se vSechny jeho body pohybuji stejnou rychlosti

jako tézisté, tj. plati :

Vk=v0=v

Kinetickou energii télesa potom vypocitdme, s vyuZitim tohoto vztahu, jako soudet kinetickych energii

vSech hmotnych bodu (dédle bude vytknut kvadrat rychlosti) :



k=1 k=1 k=1

Jestlize pouzijeme vztah pro celkovou hmotnost télesa, dostaneme nakonec :

_ 1 2
Wy, = Smvy

2 kinetickd energie télesa pii translaci

Z tohoto vztahu je zfejmé, Ze kinetickd energie t€lesa pfi translaci je rovna kinetické energii tézisté .

vvvvvv

2) Kinetickd energie pii rotacnim pohybu télesa kolem osy prochdzejici té€Zistém (a predpoklddejme

jako dfive nejjednodussi ptipad pevné osy), kterd bude samoziejmé opét vyjadiena jako soucet

kinetickych energii vSech hmotnych bodi, s vyuzitim zndmého vztahu pro obvodovou rychlost

kruhového pohybu:

—

vkz(()er

AO
. Rk
2
(04
01

Pro vypocet kinetické energie potfebujeme ovsem jen velikost tohoto vektoru (viz obr.) :

v, = |E[) X 7k| = w-r-sina = W-R,

kde Rix je polomér kruhového pohybu, tj. kolmd vzdidlenost hmotného bodu od osy rotace. Kinetickd

energie vSech hmotnych bodu tedy bude (dosadime a vytkneme konstanty):

N

N N
2 2 2 2
Wiin = Z%mk"k = Zémk(w'Rk) = %a) ( ka'Rk )
k=1

k=1 k=1
2



Nyni je pravé ¢as pro zavedeni nové fyzikdlni veliciny :

y 2
J = Z my - Ry moment setrvacnosti télesa
k=1

Pozn. :  Povsimnéte si, Ze tato skalarni veli¢ina je uréena rozloZenim hmotnych bodi vzhledem k dané ose otdc¢eni, pti jiné
ose otaceni (u stejného télesa) nabyva tedy zcela odliSné hodnoty.

Vznikla ponékud nepiehledna situace, kdy jedno téleso ma vlastné nekoneéné mnoho momentii setrvaénosti (pro

nekonec¢né mnoho moznych os rotace), pak byla v teoretické mechanice vyfesena zavedenim tenzoru setrvacnosti.

S vyuZitim momentu setrvacnosti pak vztah pro kinetickou energii rotace nabude jednoduchého tvaru,

ktery je formalné podobny vzorci pro translaci :

- 1 2 e e .y . .
Wiin = EJ w kinetickd energie télesa pii rotaci

Celkem pak, pro obecny pohyb télesa, Ize kinetickou energii vyjadfit jako soucet obou ptedchozich

vyrazu pro energie jeho translacniho a rota¢niho pohybu :

W, = imv’ + %Ja)2

2 kinetickd energie pevného télesa (pii obecném pohybu)

Jak ale ziskdme potfebné veliCiny (v a @) pro dosazeni do této rovnice?

Bude nutno najit a vyfesit ,,pohybové rovnice télesa“ - pro jeho pohyb transla¢ni i rota¢ni :

Z predchozich kapitol vime, Ze translace télesa je urena pohybem t€ziSt€ . Proto rychlost v transla¢niho
pohybu télesa, rovnou rychlosti pohybu tézisté, ziskdme vyfesenim pohybové rovnice tézisté, kterou jiz

zname z obecnych vztahl pro soustavu hmotnych bodt :

2-
m- Lo _ FE o
dtZ DOthOVd rovnice teziste

Pozn. :  Pripomeinime, Ze uvedend rovnice vznikla z prvni impulzové véty poté, kdyZ jsme definovali té€Zisté a pfifadili jsme

mu vlastnosti celé soustavy (t€lesa) — hmotnost , hybnost a piisobici silu. T€Zisté télesa se podle této rovnice pohybuje

jako hmotny bod o hmotnosti celého télesa, na ktery plsobi vyslednd vnéjsi sila.

Pohybova rovnice tézisté je proto prvni pohybovou rovnici télesa.




Diéle uz také vime, Ze existuje matematicky vztah popisujici rota¢ni pohyb télesa :

dB -
E =M 2. véta impulzovd

Poznali jsme, Ze tato rovnice byla sice odvozena pro inercidlni soufadné soustavy, ale Ze ,,ndhodou

(z dvodu vhodné zvolenych vlastnosti t¢ziste¢) plati také v soustavé tézistové - a muze tedy vzdy

jednoznaéné popisovat rotaci kolem osy jdouci téziStém .

Pottebnd thlova rychlost @ se v této rovnici ale ptimo nevyskytuje , nasim dalSim ukolem proto bude

mtransformace® 2.véty do novych proménnych — dhlovych velicin :

Napiseme zdkladni tvar 2.véty impulsové s rozepsanim jednotlivych momentl hybnosti :

4G it
dt k=1k

A provedeme rozklad vsech vektori do slozky rovnobézné s osou rotace a do slozky kolmé k této ose -

spravné v prostoru vlastné do dvou slozek kolmych k ose rotace - ovSem na obrazku provedeném v

»poloperspektivnim* zobrazeni je pro jednoduchost zakreslena pouze jedind kolmice k ose (druhd by

vedla kolmo k ndkresné€), stejné tak i rovnice obsahuje pouze jednu kolmou slozku :

d & Al L T E 1 E
— b, +b;)=M; + M
dt ;( k k ) Il L
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Levou stranu upravime podle pravidla o derivaci souctu funkci :

d N_)ll d N_)L r E va

Osy slozek jsou v ptipad¢ pevné osy rotace stabilné stanoveny (je to vlastné nas kartézsky téziSt'ovy

soufadny systém), proto slozky vektori i jejich ¢asové zmény maji stejny smér (téchto os).

Z rovnosti vektoril na pravé a levé stran¢ rovnice pak plyne i rovnost jejich slozek, tedy plati :

d & - d - .
d_Z:: = My ZZbkLZMf

Vénujme se ddle rovnobéZznym slozkdm : Vypocitejme rovnobé&znou slozku momentu hybnosti

libovolného hmotného bodu (postaci jeji velikost) :

b = ‘bk"Sina = |7 X mvy|-sina = (g omy vy 1) sina = Ry -my vy

Pouzijeme jesté vztah pro velikost obvodové rychlosti kruhového pohybu :

= || =|oxFi| =wrsina=oR,

Po jejim dosazeni bude rovnobézna slozka momentu hybnosti :

ProtoZze na levé i pravé stran¢ rovnice jsou velikosti rovnobéznych vektort, lze psat tuto rovnici

vektorove :
=N 2 =
bk —_ mk Rk a)

Tento vztah pak dosadime do rovnice pro ¢asovou zménu rovnobé&zné sloZky momentu hybnosti :
N
d &, - -
. Zbly =M f
dt
k=1
A upravime jeji levou stranu s vyuzitim definice momentu setrvacnosti télesa pro rotaci kolem dané osy :

Zb” = N m, R} -@ = i(imk.ng).E)zi(J.@): J-iﬁ)z J-
dtk] dt = dt dt

tny

Vznika tak jednoduchéd rovnice, forméln€ podobnd (dobré pro zapamatovédni) obycCejné Newtonové

pohybové rovnici :



pohybovd rovnice pro rotaci télesa kolem pevné osy

Slovni vyjddreni : uhlové zrychleni rotacniho pohybu télesa je piimo umérné rovnobéiné sloZce

vysledného momentu vnéjsich sil (a nepfimo imérné momentu setrvacnosti télesa).

Odvodili jsme tak :

druhou pohybovou rovnici télesa

W Vew

ve specifické formé pro rotacni pohyb kolem pevné osy jdouci téziStém télesa (obrovsky pocet

<13

technickych aplikaci v§ak dodédva této ,,zjednodusené* rovnici vysoky stupen duilezitosti).

vev s

Pozn. : Kolma slozka (kolmé slozky) momentu vnéjsich sil se snazi pouze zménit polohu osy rotace (vyvrdtit ji), u teoretické

pevné osy ovsem bezvysledné.

Prechod k realnému télesu

JiZ ddvno je zndmo, Ze redlnd télesa se skladaji z atomu (molekul, iontit) o rozmérech piiblizné 1071 m,
cozZ je jist¢ velmi dobrd predstava soustavy hmotnych bodi.

Jejich obrovsky pocet - fadu Avogadrova c¢isla (10* na 1 mol) - sice prakticky znemozZiuje vypocty

matematickych souctii (sum), dovoli ndm vSak predstavu hmoty jako kvazispojitého prostredi .

Pak 1ze definovat veli¢inu ( dV je zvoleny libovolny nepatrny element objemu a dm je jeho hmotnost) :

dm
p = W hustota hmoty

Slovni vyjddreni : hustota hmoty je (Ciselné) rovna hmotnosti jednotkového objemu v daném misté

zkoumaného télesa (obecné je to skalarni funkce mista).

Potom téleso rozdé€lené na veliky (nekonecny) pocet objemovych elementi je vlastné limitnim piipadem
soustavy hmotnych bodti o hmotnostech :

dm=p-dV

A vSechny dfive probrané matematické sumy piechdzeji v této limit¢ nekonecného poctu objemovych

elementtl na urcité (objemové) integraly , napiiklad :

m = I”P'dv celkovd hmotnost télesa
14




~ 1 -
o = — m rop-dv 155isté télesa
m \%4

J = I” R? -p-dV moment setrvacnosti
\%

Tyto integraly, eventudlné i dal$i podobné vyrazy pro celkovou hybnost a celkovy moment hybnosti,
mohou byt samoziejmée aplikovany nejen na pevna télesa, ale i na kvazispojité prostiedi kapalin a plynt

(kdy ovSem nemé smysl napiiklad veliCina momentu setrvacnosti).

Doplnék 1 : Steinerova véta

Jiz pfi zavedeni momentu setrvacnosti jsme si uvédomili jednozna¢nou zdvislost této veliCiny na

rozloZeni hmotnych bodl soustavy (télesa) — konkrétné na jejich vzdalenosti od uvazované ose rotace. Je

ziejmé, Ze s rostouci vzdélenosti té€lesa od osy rotace, se moment setrvacnosti vyrazné zvysuje (ve vzorci

jsou kvadraty vzddlenosti hmotnych bodi od osy) a to neomezen¢ — a naopak pfi piiblizovéni télesa

k rota¢ni ose musi klesat k n€jaké nenulové minimdlni hodnoté (kromé nerealného ptipadu, kdy by

vSechny hmotné body télesa leZely ptesné v ose rotace).
Pfi rozboru tohoto problému se opét projevi vyjimecnost hmotného stiedu télesa, protoze pii zadaném
sméru — tj. pro vSechny mozné rovnobé&zné osy rotace - je nejmensi prdvé moment setrvacnosti k ose

prochazejici t€zistém .

v . e .. ’ s v v . 2
Predstavme si tedy néjakou osu rotace o a jinou osu rotace 0 s ni rovnobéznou (viz obrazek) :




Podle definice plati pro moment setrvacnosti vzhledem k ose o (viz prvni ¢ast této kapitoly) :
\ 2
k=1

kde R, jekolmd vzdilenost hmotného bodu my, od osy rotace o .

Potom pro moment setrvaénosti vzhledem k jiné rovnob&zné ose 0" bude platit analogicky:

N
I = m (R, )
k=1

Kolmou vzdélenost R,'( stejného hmotného bodu od druhé osy rotace vyjadiime s vyuZitim soufadnic na
obrazku :

(R =(a+x) +y

Tento vyraz miiZzeme upravit umocnénim a seskupenim ¢lent :

(R,'()2 =(a + xk)2 + yk2 =a’ + xk2 + 2ax, + yk2 =a’ + sz + 2ax,

Nebot’ podle obrazku plati :

2

2 2
R, = X" + ¥

Nyni dosadime do vztahu pro ¢drkovany moment setrvacnosti , rozndsobime a rozdélime €leny :

N N N N N
J’ =Z m, (R, )? =Z m, '(a2+Rk2+2axk)=Z m, -a2+z mk-Rk2+Z m, -2ax,
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1

V prvnim a tfetim ¢lenu na pravém stran¢€ 1ze vytknout konstanty :

N N N

r_ 2 2

J =a Z m, + E my - R~ + 2a-z m X,
k=1 k=1 k=1

Déle muzeme v prvnim ¢lenu secist hmotnosti v§ech hmotnych bodt do celkové hmotnosti télesa, druhy

Vv v

Vv

N
Z mr, =0
k=1

A tato rovnice je ekvivalentni tfem skaldrnim rovnicim pro jednotlivé soufadnice :

N N N
kaxk=0 kayk=0 kazk=0
k=1 k=1 k=1

Dostdvame tak jednoduchy vztah :



J/

J + m-a

Steinerova véta

Tento vztah nam dobfe dokazuje minimélni hodnotu momentu setrva¢nost pro osu jdouci tézistém ,

nebot’ jakdkoliv jind (rovnobéZnd) osa ma moment setrvacnosti zvétSeny o soucin hmotnosti télesa a

Vv

kvadratu vzdalenosti obou os (cozZ je vlastné moment setrvacnosti tézisté tclesa k ose rotace).

Steinerova véta také vyrazné zjednodusuje vypocty momentd setrvacnosti k libovolnym rotacnim osdm

(pfi znalosti momenty setrvacnosti vi¢i osdm jdoucim téZistém télesa).

Doplnék 2 : Kyvadla

Fyzické kyvadlo

Nazyvame tak jakékoliv téleso , které je otocné (idedlné bez tieni) kolem pevné vodorovné osy

Vv Vv

neprochdzejici t&€zisStém. Je jasné, Ze v klidové rovnovazné poloze je téZisté télesa v nejnizsi mozné poloze
(a je to misto jeho stabilni rovnovéhy).
Jestlize kyvadlo z rovnovazné polohy vychylime (do n¢jaké krajni polohy) a nasledné¢ uvolnime, objevi se

moment vnéj$i sily (tthy télesa), ktery plisobi ,,proti vychylce® — a vraci kyvadlo zpét do rovnovadzné

polohy.

Béhem tohoto pohybu se ovSem potencidlni energie kyvadla vznikl4 jeho vychylenim pfeménuje podle

zdkona zachovani mechanické energie na energii kinetickou , takze se kyvadlo v dolni poloze nezastavi,
ale pokracuje v pohybu na druhou stranu, dokud se jeho kinetickd energie zase nepteméni zpét na energii
potencidlni (ve druhé krajni poloze) a opét se vraci k rovnovazné poloze, ....atd. - tak vznikd periodicky

kmitavy pohyb kyvadla.

Tento pohyb je ovSem principidlné pohybem rota¢nim , a tedy pii jeho exaktnim (kvantitativnim) feSen{

musime vychdzet z rovnice pro rotacni pohyb télesa kolem pevné osy :

Nejprve ur¢ime smér a orientaci vektorovych veliin v této rovnici, pfitom vyuZijeme naSich znalosti
vektorového zdpisu thlovych veli€in (z kapitoly ,,Kinematika hmotného bodu*).
Na nésledujiciho obrazku (ktery je pro vetsi ndzornost v perspektivnim zobrazeni) je kyvadlo zakresleno

20
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Pocétek vztazné inercidlni soustavy O je umistén na pevné rotacni ose o (do které mizeme polozit

jednu ze soutadnych os, naptiklad osu z), polohovy vektor t&Zisté¢ 7 je oznacen jako [,

Kladny smér ode¢tu opsaného tihlu ¢ je standardné zvolen proti sméru hodinovych rucicek (viz obr.).

Zékladni vyhodou pevné osy je to, Ze v ni lezi vSechny vektorové uhlové veli€iny rotujiciho télesa (tj.

viech jeho bodti) — vektor opsaného tihlu @ , thlova rychlost @ aqthlové zrychleni € .

Vv

Pii rychlosti t&7it¢ V podle obrizku (t&leso se pravé vychyluje z rovnovazné polohy doprava a jeho

tézist¢ stoupd vzhiiru) je kladnd orientace vektort @ a @ definovana podle standardni volby - aby

spolu s vektorem poloméru kruhového pohybu (zde i ) a vektorem rychlosti V tvorily pravoto&ivy

systém - tj. oba vektory sméfuji z ndkresny k ndm (v perspektivé na obrdzku zprava doleva) — a stejné

tak zvolime kladny smér (rotacni) osy z .
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Rotace tlesa se oviem zpomaluje (a nakonec se v pravém krajnim bodé& zastavi), thlové rychlost @

tedy klesi — proto je orientace vektoru Ghlové zrychleni € pravé opaénd — v zaporném sméru osy Z (do

ndkresny, viz obr.).

Pozndmka : Zopakujte si za D.cv. vektorové definice thlovych veli€in a promyslete, jak se budou pfi
dal$im pohybu kyvadla ménit jejich velikosti 1 orientace.

2% Vv,

Jak vime z ptedchozi kapitoly, je pravé tézisté nejjednodussim piasobistém tihy télesa, ktera je jedinou

ME =1xG
Uvéazime-li podle obrdzku, Ze oba vektory [ a G lezi v jedné roviné (ndkresné), kolmé k ose rotace,

pak podle definice vektorového soucinu také vektor silového momentu mé piesné smér této osy (viz

obrazek). Je tedy vektor silového momentu piimo roven své sloZce rovnobézné s osou rotace (a také

samoziejme svoji Z — ové sloZce)
M* = Mf
A jeho velikost je (jako velikost vektorového soucinu) :

ME = MF =1.G-sing =1-mg-sing

Orientace tohoto vektoru je ale opaéna nez orientace vektoru thlové rychlosti @ a opsaného thlu @ -
ma smér zdporné Casti rotacni osy, tj. osy zZ (smécfuje do ndkresny, viz obrazek). Proto je jeho z-ovd
soufadnice zapornd a v absolutni velikosti rovna velikosti vektoru (soutfadnice na ostatnich osach xa y

jsou samoziejmé nulové), tedy :

(M*), = (M} ), == 1-mg-sing

Vidime také, Ze orientace rovnobézné slozky momentu sily je naprosto stejnd jako vektoru uhlového
zrychleni € - oba vektory tedy maji zaporné z-ové soufadnice (a nulové soufadnice xa ).

Tyto vysledky jsou v dokonalé shod¢ s pohybovou rovnici (jak jinak) :

J-E=MF

protoZe pii vzdy kladném momentu setrvacnosti J znamend tato rovnice pfimou @iméru vektord € a
M f - tj. jejich stejny smér a orientaci.

Abychom mohli pohybovou rovnici pro rotaci konkrétné vyteSit, musime ji rozepsat do soutfadnic :

11



Protoze soutadnice vektord jiz mdme rozmyslené, je ndm jasné, Ze dostaneme jedinou nenulovou rovnici,
pro z-ové soufadnice :

J-&€ =—1-mg-sing

Uhlové zrychleni miiZeme standardng vyjadiit jako druhou derivaci opsaného thlu :

d’p

P =—1l-mg-sing

Prfevedeni na levou stranu a osamostatnéni druhé derivace vede ke standardnimu tvaru diferencialni

rovnice :

2
dgo+lmg
dt

-singp =0

Pokud zavedeme novou veli¢inu :

a pouzijeme matematického formalismu pro oznaleni derivace, vznikne nejjednodussi mozny tvar

rovnice :

.. 2 . .
$ + o -sing =0 pohybovd rovnice fyzického kyvadla (obecnd)

Jeji feseni neni jednoduché, nebudeme ho provadeét, také z diivodu, Ze zdsadni vyznam ma zjednoduseny

tvar této rovnice — za predpokladu malych vychylek kyvadla (matematicky nekonecné malych), tj. :

o — 0

Pak totiz plati pro funkci sinus : sing = @

A dostaneme :

. 2 _
p+ -9 =0 pohybovd rovnice fyzického kyvadla (pro malé vychylky)

Tato rovnice je formdlné¢ matematicky stejnd s rovnici linedarniho harmonického oscildtoru, kterou

budeme teprve probirat v kapitole ,,Kmity a viny* .

y+ @y =0

Pfitom si ukdZeme, Ze jejim obecnym feSenim pro vychylku y hmotného bodu je zndma sinusovka :
y=y(t)=A-sin(wt+@,)

V tomto vztahu je A amplituda kmiti - maximdlni hodnota vychylky, ¢, je fazové konstanta a @ je

tihlov4 frekvence vyjadiend pomoci doby kmitu 7" nebo pomoci frekvence kmitd f :

12



2r
w=—=2T1"
T f

Reseni nasf pohybové rovnice fyzického kyvadla tedy musi také byt formalné stejnd sinusovka, ale pro

uhlovou vychylku :

Qo=¢(t)=A-sin(lot+¢,)

FeSeni pohybové rovnice kyvadla (pro malé vychylky)

Fyzické kyvadlo tedy pii malych vychylkdch kond tzv. harmonické kmity s ihlovou frekvenct :

Doba kmitu fyzického kyvadla je pak :

T:2_7Z.:27'[. L
w [-mg

Doba kmitu je ¢asovou periodou pohybu

J tthlovd frekvence fyzického kyvadla (pro malé vychylky)

doba kmitu fyzického kyvadla (pro malé vychylky)

daného kmitavého pohybu, tj. dobou za kterou se opakuje

n¢jaky (libovolny) pohybovy stav - u kyvadla ji 1ze ndzorné popsat jako dobu pohybu kyvadla z jedné

krajni polohy do druhé a zpét .

Casto se také pouZivd veli¢ina doba kyvu — jako doba, za kterou se uskutecni jeden kyv, tj. pohyb

kyvadla z jedné krajni polohy do druhé :

doba kyvu fyzického kyvadla (pro malé vychylky)

Nezapomenme, Ze uvadéné vztahy plati pfesn€ pouze v limité pro nekonecné malé vychylky kyvadla. Pfi

nenulovych vychylkéch se tyto doby odchyluji, napft. :

pfi amplitud¢é kmita A =17° ..... o 0,002 %
5% 0,05 %
10° ... 02%

Pfi praktickych experimentech (méfeni) se doporu¢uji maximdlni vychylky (amplitudy) do 5°.

Specidlnim, meznim piipadem fyzického kyvadla je tzv. matematické kyvadlo , které tvoii mald kulicka

hmotnosti 7 na velmi lehkém zdvésu délky [ , teoreticky mlizeme fici, Ze to je ,hmotny bod na

nehmotném tuhém vlakné*“ (viz obrazek).
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Vsechny vyse uvedené vzorce zustavaji v platnosti a navic mizeme lehce vypocitat moment setrvacnosti
tohoto kyvadla (viz definici v prvni ¢asti této kapitoly) :

X 2

k=1

Po dosazeni do vztahu pro dobu kmitu dostaneme :

2
T:27I-L:27r-ml =2ﬂ'-i
[-mg [-mg g

Dostdvame tak velmi zajimavy vysledek, Ze kmitdni matematického kyvadla vibec nezavisi na

hmotnosti , ale je funkci pouze délky jeho zavésu :

[
r=2rm \/; doba kmitu matematického kyvadla (pro malé vychylky)

Dalsi veli¢inou (parametrem) v ziskaném vztahu je gravitacni tihové zrychleni (gravitani konstanta),

naskyta se tak moZnost jeho stanoveni ze zméfené doby kmitu a z délky zavésu kyvadla.

ProtoZze matematické kyvadlo je spiSe abstraktni teoreticky pojem a pokusy o jeho realizaci vedou
k vyraznym nepfesnostem, pouzivd se k takovému méfeni gravitacni konstanty kyvadlo fyzické.
Zékladni nevyhodou fyzického kyvadla je ovSem to, Ze do vzorce pro dobu kmitu potfebujeme znalost

momentu setrvacnosti. To 1ze ale obejit nasledujicim zplisobem :
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Jestlize mame k dispozici fyzické kyvadlo s momentem setrvacnosti J (a dals$imi parametry m a [) a toto

kyvadlo méa urc¢itou dobu kmitu podle vySe uvedeného vztahu :
J
T =2r | ——
l-mg

Pak jist& existuje n&jaké (a to jediné) matematické kyvadlo s takovou délkou (oznaéme ji [,y ), Ze jeho

doba kmitu je stejnd :

T = 2rx- /l’“’
g

Z rovnosti téchto vztaht pak plyne :

J

Liea = I-m redukovand délka fyzického kyvadla

Slovné : Redukovand délka fyzického kyvadla je takovd délka (mysleného) matematického kyvadla,

které mad stejnou dobu kmitu jako dané fyzické kyvadlo.

Pii jeji znalosti bychom pak jist¢ mohli ze zméfené doby kmitu kyvadla urcit gravitacni tihové

zrychleni v daném misté. Redukovanou délku jakéhokoliv fyzického kyvadla lze jisté principidlné

vypocitat podle uvedeného vzorce z hmotnosti kyvadla, z jeho momentu setrvacnosti a ze vzdélenosti

N2

tvaru kyvadla, ptesnosti jeho vyroby a z vlastnosti pouZzitého materidlu (homogenita), proto se stanoveni

redukované délky provadi nasledujicim experimentdlnim postupem :

Pfedstavme si, Ze u daného fyzického kyvadla ve vzddlenosti [,.; od osy otaceni (na opa¢nou stranu od

%

téziste) vytvorime druhou osu otdceni — vznikne tzv. reverzni kyvadlo (kyvadlo se dvéma osami). Pak je

mozno dokazat, Ze doba kmitu kolem této druhé osy bude piesné stejna jako kolem osy prvni .

Pozn. : Pokuste se sami odvodit - ukazte, Ze redukovana délka pro kmity kolem druhé osy je stejnd jak pro prvni osu, pfitom
pouzijte Steinerovu veétu.

Y vew

existuje druhd ,,reverzni* osa se stejnou dobou kmitu.

Kazdé fyzické kyvadlo (tj. kazdé t€leso) md proto nekonecné mnoho moznych dvojic rotacnich os se

stejnymi dobami kmitu (doba kmitu jedné dvojice os se samoziejme 1i$i od doby kmitu jiné dvojice).

15



Pravé tuto uvahu miZeme dobie experimentdlné vyuzit : kdyZ u daného fyzického kyvadla nalezneme

jakékoliv dvé ruzné osy , které maji stejné doby kmitu , pak jejich vzdélenost je rovna redukované délce

tohoto kyvadla.

Tyto hodnoty mizeme pak dosadit do vzorce pro matematické kyvadlo :

T = 2rx- /l’ed
8

A z n¢j lehce vypocitame gravitacni tthové zrychlent :

— 47[2 'lred

8
T2

Hledéani dvou os se stejnymi dobami kmitii je ovSem také jisté¢ zatiZzeno mnohymi nepfesnostmi, nebot’

musime posunovat osy, kontrolovat jejich rovnobéznost a méfit jejich vzdélenost (a doby kmitu).

Proto se v praxi postupuje tak, Ze tyto osy se piedem vyrobi a pfesné¢ se stanovi jejich neménna

vzdélenost. Pfi experimentu se pak méri pouze doby kmitu kolem obou os a méni_se moment

setrvacnosti kyvadla (n¢jakou posuvnou ¢asti na kyvadle), az se nalezne shoda jejich dob kmitu (a

tato doba se spolu se vzdalenosti os dosadi do uvedené rovnice - viz uloha ve fyzikdlnim praktiku).

(konec kapitoly) K. Rusiiak, verze 03/2006
rev. 03/2007 - pridan Doplnék 1 (Steinerova véta a Doplnék 2 (kyvadla)
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Zakladni postulaty a Lorentzovy transformace

Do zédkladu své specidlni teorie relativity (1905) polozil Albert Einstein pouze dva jednoduché principy
(postulaty) :

1) VSechny fyzikalni zakony maji ve vSech inercidlnich soustavach stejny tvar
(musi byt invariantni)

2) Rychlost svétla ve vakuu je ve vSech inercidlnich soustavach konstantni
(bez ohledu na rychlost zdroje a pozorovatele)

Je ziejmé, Ze v klasické fyzice zdkladni ,elektromagnetické® zdkony - Maxwellovy rovnice - pfi

prechodu z jedné inercialni soustavy do druhé zméni sviij tvar (vZdyt jen napiiklad ze staciondrnich

ndboji v jedné soufadné soustaveé se v druhé soustaveé stanou proudy).

Matematicky pak takovy ptfechod mezi dvéma inercidlnimi soustavami popisuji Galileovy transformace.

Je proto jasné, Ze poruSeni prvniho Einsteinova principu zptisobuji pravé tyto transformac¢ni vztahy.

u
Z| (8)
Z@ m

/ X
//

//
V4

Ptipomenme si jejich tvar. V klasické mechanice jsme je odvodili za pfedpokladu, Ze se jedna inercialni

soustava S’ pohybuje vi¢i druhé inercidlni soustavé S posuvnym (translaénim) pohybem konstantni

unasivou rychlosti 2 (a Ze v poc¢atecnim nulovém Case obé€ soustavy splyvaji) :




, Galileovy transformace

Jednoduchou derivaci pritvodict jsme také nalezli vztah mezi rychlostmi v obou inercidlnich soustavach :

—7

V =vVv—u

skldddni rychlosti (v klasické mechanice)

Je ziejmé, Ze pii platnosti této rovnice je poruSen i druhy Einsteiniiv_princip . Kdyby se totiz

pohyboval svételny paprsek v soustavé S podél osy x rychlosti ¢ , pak by v soustavé S’ byla jeho
rychlost jind neZ rychlost svétla :

¢ =c—u#c

Tedy : Pro_splnéni postulatii specidlni teorie relativity budou muset prechod mezi inercialnimi

soustavami popisovat jiné transformadni vztahy.

Vv

Pokusime se je nyni odvodit pfimym pouZitim obou Einsteinovych postuldti pro nejjednodussi situaci

dvou inercidlnich soustav - kdy undSivd rychlost je rovnobéznd se spoleCnymi Xx-ovymi osami a

zbyvajici osy jsou rovnobézné (viz obr.) :

<y

© e

Potom budou mit klasické Galileovy transformace tvar :
2



X = x—u-t

y =y

7 =z Galileovy transformace (zjednodusené)
1" =t

Tyto rovnice vlastn¢ predstavuji matematicky nejjednodussi vztah linearity mezi proménnymi

veli¢inami prostorovych soufadnic a Casu, ktery zaruCuje jednoznacné prirazeni mist a Casi - tzv.

uddalosti - v obou soustavach.

Predpokladejme, Ze novy vztah pro xX-ové souradnice také bude vyjadrovat linearni vztah mezi

nimi, ale s jinym koeficientem :

X =k-(x—u-t)

Transformacni vztah je také fyzikalnim zdkonem , proto podle prvniho Einsteinova principu musi mit

obridceny transformacni vztah (pro druhou soustavu) stejny tvar se stejnym koeficientem (pouze
s opaénym znaménkem unésivé rychlosti, nebot’ tato rychlost je z hlediska druhé soustavy, tj. S vici S’

— také opacnd) :

x =k(xX+u-t)

Pro zménu rovnosti u soutadnic ostatnich dvou os , kolmych na smér unésivé rychlosti, nebyl nalezen

zadny fyzikalni divod, proto bude stdle platit :
y =Y
7=z

Casové souiradnice vSak rozhodné stejné nebudou . Jestlize totiz dosadime za ¢arkované x z prvni

rovnice, dostaneme :

x=k(k(x—u-t)+u-t')=k*(x—u-t)+k-u-t =k’x—k’u-t+k-u-t

Vznikl4 rovnice umoZznuje vytvofit zjevné netrividlni pfevodni vztah mezi ¢asy v obou soustavach :

' =k-t+( )-x

1-k°
k-u

V nésledujicim kroku pouzijeme druhy Einsteintiv postulat o neménné rychlosti svétla. Vyuzijeme také

jiz diive uvedeny predpoklad, Ze ob¢ soustavy jsou totoZné na pocatku odectl obou ¢asti , tj. pro :




=t =0

Necht' v tomto Case nula v misté jejich spole¢nych pocatkti zableskne vybojka a v obou soustavach je

pak mérena rychlost svétla , které se podle druhého principu musi Sitit vZdy stejnou rychlosti - a

stejnou ve vSech smérech - proto v kazdé soustavé bude pozorovana stejnd “svételna koule” - tj. kulova

vlnoplocha elektromagnetického vInéni (viz. obr.).

KdyZ tedy bude v soustavé S zméfen v néjakém Case polomér této kulové vinoplochy - coZ je vlastné
draha svétla za tento Cas na libovolném paprsku, vychazejicim z pocatku, napiiklad i na ose x — pak

musi platit :

ProtoZze v soustavé S’ je rychlost svétla stejnd , musi pro ¢arkované soufadnice platit analogicky :

’ 4

X =c-t

Do této rovnice dosadime z pfedchozich vztaht :

k(x—u-t)=c-(k- r+(1 ) x)

Upravime pro vypocet x-ové souradnice :

x-(k— 2c)—ckt+ukt

A dostaneme :



ckt + ukt k o+t

—_— - = C. D ———————
e e

(k_ k-u 'C) (k_ k-u 'C)

Porovndni ziskané rovnice se vztahem pro polomér svételné koule v soustavé § ndm da podminku pro

velikost zlomku :
k+% ;

2
(ko)

Z ni pak postupné dostdvame :

ko 1=K
c k-u

2
wk — 1=k .~ /. kuc
c k-u

k2u? =—(]—k2)~c2 =k?.c? = ¢?

A vypocitame nezndmy koeficient :

Po odmocnéni :

k = 1 _ 1
e

Po dosazeni tohoto vysledku do pifedchozich rovnic pro X’ a ¢’ dostaneme transformaéni vztahy mezi

inercidlnimi soustavami ve specidlni teorii relativity :

x/ _ X — ut
NI = u2/02
4 —
y =
"= ¢ Lorentzovy transformace
t/ 1= M'X/02
v = uz/c2




Jak jsme jiz uvazili, transformacni vztahy pro obrdceny prevod soufadnic musi byt formdln¢ Gplné stejné,

lisi se pouze znaménkem unésivé rychlosti :

v = X+ ut
1—u? / ¢?
_ V4
y =
7 = Z, Lorentzovy transformace inverzni
; £+ ux/c?
1—u? / ¢?

Tyto transformacni vztahy byly prvné objeveny Kramerem (v pon¢kud odlisném tvaru) v 80. letech 19.
stoleti pfi rozboru vlnové rovnice, pak je odvodil Holland (1900), kdyZ zkoumal podminky invariance
Maxwellovych rovnic v inercidlnich systémech a intenzivné je pouzival Lorentz pifi rozvijeni své

elektronové teorie elektromagnetickych jevi v pohybujicich se télesech (1904) a také Poincare (1906).

Lorentz (Hendrik Antoon) vSak z téchto transformacnich vztahli nevyvodil Zadné zdsadni zavéry, snazil

se je vysvétlit v ramci klasické fyziky . Za jedinou spravnou inercidlni soustavu , s jediné spravnymi

soufadnicemi, povazoval stale klidovy absolutni prostor , ve kterém plati zdkladni tvar Maxwellovych

rovnic. V ostatnich inercidlnich soustavach, které se pohybuji vi¢i absolutnimu prostoru, jsou pak

souradnice nespravné , zkreslené zkracovanim méfitek a zpomalovanim hodin (které matematicky

plynou z transformacnich vztahi).

Zasadni krok vpred ud¢lal az Albert Einstein , kdyZ zavrhnul vylu¢nost absolutniho prostoru a ¢asu a

pokladal vSechny inercialni soustavy za rovnocenné pro (nejen) elektromagnetické zdkony a

souradnice v téchto soustavach povazoval za objektivni a spravné .

Vzéijemnd souvislost prostorovych a casovych soufadnic a jejich zdvislost na pohybovém stavu

soufadného systému - pak pro Einsteina znamenala zcela nové pojeti prostoru a casu , které

samoziejme ovlivnilo zdsadnim zplisobem fyzikalni obraz celého naseho svéta.

Diive neZz se budeme obdivovat tuzasnym relativistickym efektim, sezndmime se s zdkladnimi
pouzivanymi pojmy teorie relativity a vSimneme si né€kolika pifmych disledki Lorentzovych
transformact :

Soustava souradnic je samoziejmé¢ piedev§im matematicky pojem , ktery jsme poznali nejprve

v analytické geometrii jako (takika) nehmotny systém narysovanych piimek a méftitek.

VSechny fyzikalni veli¢iny poc¢inaje délkou, ¢asem, atd. jsou vSak veli¢inami méritelnymi , tj. musime o

nich vZdy uvazovat v souvislosti s realizaci jejich zméreni .




Fyzikilni soustava souradnic je tedy ziejm¢ néjakd mechanickd soustava méricich ty¢i jisté

nezanedbatelné hmotnosti , protoze bude asi obsahovat mnoho dalSich konstruk¢nich prvka jako rtzné

vzpery a priCky, které musi zajistit, aby se méfici ty¢e neprohybaly a aby sviraly pfedepsané thly.
Déle musi soufadnicova soustava obsahovat presné hodiny pro métfeni Casu, jak ddle uvidime, ne pouze

jedny. Nesmime zapomenout na zajiSténi pracovnich a Zivotnich podminek pro piitomnost n&jakého

aktivniho ¢initele (optimaln¢ asi ¢lovéka), ktery provadi vlastni méfeni — tzv. pozorovatel .

Fyzikdln¢ tedy musime soustavu soufadnic chépat jako (dosti) hmotné téleso , vétSinou tvorici nedilny

celek s néjakym jinym télesem, které chceme sledovat (ptredstavte si jeji realizaci na Zemi, ve vlaku,

v letadle, na oblibené raket¢ ...).

V soufadné soustavé (nepriklad S ) zméfené prostorové souiadnice X, y, 7 a &as f pak vypovidaji o

tom, Ze na uréitém misté a v uréitém Case se néco stalo - je to tzv. uddlost v soustavé S . VSechny Ctyfi
soufadnice jsou principidlné stejné dulezité, proto se vétSinou formdlné matematicky spojuji do

Ctyfrozmérného casoprostoru (X, y, z, 1).

Uvazme jesté jednu okolnost pii stanoveni (zméfeni) néjaké uddlosti v soustavé S : Jak prostorové

souradnice, tak 1 ¢as museji byt opravdu zméfeny v této soustave , tj. pozorovatel musi odecist soufadnice

na jejich méficich tyCich a také cas na hodindch soustavy.

Co to je ale za hodiny ? MiZeme si napiiklad predstavit, Ze si pozorovatel pfinese s sebou na misto

sledované udélosti svoje hodinky a tam na nich odecte ¢as, jak vlastn¢ vSichni bézné v zivoté déldme ?

V teorii relativity to ale nelze udélat !

Podle posledni rovnice Lorentzovych transformaci totiz Casovy udaj zdvisi na undSivé rychlosti soustavy.

Kdyby tedy pozorovatel pienasel své hodiny nenulovou rychlosti po soustavé S , uz by to nebyly hodiny
této soustavy - patfily by do soustavy jiné.

Vlastni hodiny kazdé souradné soustavy (tedy i kazdého télesa), které maji méftit jeji vlastni cas , musi

byt proto stale v_Kklidu vici této soustave - musi byt stale na stejném misté této soustavy.

V teorii relativity Casto sledujeme nékolik uddlosti v riznych mistech zvolené soustavy a pfitom

urcujeme jejich Casy — tedy podle pfedchozich dvah v misté kazdé udélosti potfebujeme mit predem

pfipravené vlastni hodiny.

V kazdé soustavé souradnic musi tedy existovat ne jedny hodiny, ale cely soubor vlastnich hodin ,

vhodné rozmisténych v mistech ocekavanych uddlosti, stejné rychle jdoucich a samoziejmé vzajemné

synchronizovanych .




Piiprava takového souboru se predpokladd dvéma moZnymi zpusoby :

a) VSechny vhodné hodiny (jdouci stejné rychle) miizeme shromézdit na jednom misté soustavy,

synchronizovat je (sefidit na stejny udaj) a nekone¢né€ pomalu je posunout na potfebnd mista. To je

jisté teoreticky vynikajici, ale pro skute¢nou realizaci bychom urcité pouZili druhy zptsob :

b) Nebo vhodné hodiny napfed rozmistime na potfebnd mista a potom je synchronizujeme s né¢jakymi
klidovymi hodinami soustavy (asponl jedny jist¢ v soustavé museji byt) - s vyuzitim konstantni

rychlosti svétla ( tj. elektromagnetického signdlu) a zméfené délky jeho drahy.

Vsimnéme si ddle, Ze z Lorentzovych transformaci pifimo plyne (aby mél zlomek smysl) zdsadni

podminka pro unésivou rychlost soufadné soustavy:

u<c

KaZd4 soustava je ale hmotné téleso a naopak kazdé téleso mlze byt soufadnou soustavou, proto tuto

nerovnost povazujeme za zakladni podminku na rychlost té€lesa ve specidlni teorii relativity :

rychlost svétla ve vakuu je mezni rychlosti pohybu hmotnych téles

Ze tvaru Lorentzovych transformaci je také ihned vidét jejich vynikajici vlastnost - Ze pro nizké rychlosti

(ve srovndni s rychlosti svétla) piechdzeji na klasické Galileovy transformace :

’ x—u-t
/I—uz/cz u<<c
, t—u‘x/c2

/1_u2/c2 u<<c

S
Il
v
=
I
<
~

WV

Pro takové nizké rychlosti tedy v béZném Zivoté a v béznych technickych aplikacich mizeme déle
pouZzivat klasickou Newtonovu mechaniku, jejthoZ ptijemného souladu s nasimi intuitivnimi pfedstavami

o okolnim svété si pak uz jisté budeme velmi vazit.

konec kapitoly K. Rusnak, verze 03/2006
rev. 03/2007



Casoprostorové ,.paradoxy*

Lorentzovy transformace , nové prevodni vztahy mezi soufadnicemi inercidlnich systému, véetné Casu,

pfindseji s sebou také nové ,.Casoprostorové‘ vztahy , které odporuji dosavadni lidské zkusSenosti s

,makrosvétem* kolem nds — a v tomto smyslu tak opraviiuji pouZiti pojmu paradoxy .

Tyto Casoprostorové vztahy vSak pravdivé a objektivné popisuji prostor a ¢as ,,za hranicemi* naseho

lidského svéta, nemaji tedy nic spole¢ného s fikci, zddnim, nebo omyly ... , jsou pouze projevem diive

neznamého ,,relativniho* charakteru prostorovych a ¢asovych vlastnosti materidlnich objekti.

Vsechny diskutované casoprostorové jevy jsou popisovany ve zjednoduseném usporadani dvou

inercidlnich soustav, definovaném v minulé kapitole - kdy obé& soustavy v nulovém case splyvaji a

unasivé rychlost soustavy S’ je rovnobé&Znd se spole¢nymi X-ovymi osami (viz obr.) :

1® | @ ——

1) Kontrakce (zkrdceni) délek

Predstavme si né&jaké t&leso - napiiklad ty¢, které je v klidu v inercidlni soustavé soufadnic S . Jev
kontrakce se bude tykat pouze Xx-ovych soufadnic, proto je na obrdazku z celé soustavy zndzornéna pouze

tato osa a ty¢ je na ni nakreslena jako nehybna tsecka délky L .

Soufadnice koncovych bodii x; a X, jsou jisté¢ konstanty nezdvislé na Case , kdy jsou zméfeny

pozorovatelem v soustavé S , a pro délku tyCe ziejmé plati :

L = Ax = x; —x; délka tyce v S — klidovd (vlastni) délka

Nyni uréime délku tyCe ve druhé inercidlni soustavé S’, kterd se jako obvykle pohybuje unésivou

rychlosti u# . Osa x’ této soustavy je podle pfedchoziho obrazku geometricky totoznd s osou X , je vSak



zakreslena opticky oddélen¢ , abychom si dobfe uvédomili jeji pohyb uvedenou rychlosti vzhledem k ose

X (viz obr.).

Y

S) (X’i t) <x2;t ) . .
\ :

. X, L X, X

Pro stanoveni délky v soustavé S’ je opét nutno zméfit soufadnice koncovych bodi ty¢e na ¢arkované

ose, tj. X;  a X; aprodélkutyCe musi (podle 1. postuldtu) opét platit stejny vztah :

L = Ax" = x5 — x} délka tyéev S’

ProtoZe se ale osa x’ vici ty¢i pohybuje , tyto soufadnice se s Gasem neustdle méni — a proto je nutné,

aby byly zméfeny soudasné - tedy v jednom stejném okamziku (Case) ¢ .

Pro vypocet soutadnic koncovych bodi pak s vyhodou vyuzijeme inverzni Lorentzovy transformace,

které obsahuji carkovany Cas (nyni tedy stejny) :

= xp+ut
! Z—uz/c2

p X5+ ut
2 1—u2/c2

A dosadime do prvniho vztahu, pro délku tyée v soustavé S :

L x5+u-t xj+u-t

= Xy —x; = — NS5 bt Y R L’
\/I—uz/c2 \/]—u2/c2 \/]—u2/c2 \/]—u2/c2

Vyraz pod odmocninou je vZdy mensi neZ jedna, Proto je zméfend délka tyCe v soustavé S’ , pohybujici

se vuci ty¢i, vzdy mensi nez klidova (vlastni) délka :

L =Ly1=u?/* < L

kontrakce délky

Ve shod¢ s Einsteinem povazujeme vysledek méfeni za existujici objektivni vlastnost t¢lesa (tyce),

tedy konstatovani ,.délka tyCe je namérena 45 cm* je ekvivalentni vété ,.délka tyce je 45 cm‘ .




Jestlize si uvédomime relativnost klidu a pohybu (tedy, Ze také ty¢ - soustava S - se pohybuje vici

soustavé S ) a piedstavime si sebe jako pozorovatele v S’ , miizeme konstatovat obecn&j$im zptisobem,

bez konkrétniho ozna¢ovani soustav :

Délka pohybujiciho se télesa je (naméiime ji) vZdy menSi neZ jeho délka

klidova - tj. zméfena v klidové soustavé télesa.

Déle uvazujme o rozmérech télesa na osdch kolmych na smér pohybu. Piedstavime si proto naSi ty¢
poloZenou na osdch y a z aaplikujeme Lorentzovy transformace :
’ /’ ’
Ay = yy=y; = y2—y; = Ay
Az = z5—27;) = 25, — 77 = A7

Vidime, Ze natéchto osich ke zméndm délek nedochdzi. Muzeme tedy jest¢ doplnit ptredchozi

konstatovani :

Kontrakce délek nastava jen ve sméru pohybu téles.

Poznamenejme na zavér, ze v nasich tvahach bychom mohli také pouzivat pojem udalost , definovany v

kapitole ,,Zékladni postulaty™ :

Méieni soufadnic koncovych bodi ty¢e na ose X’ by tedy v tomto smyslu byly dvé soucasné uddlosti

na dvou riiznych mistech této osy - o ¢asoprostorovych soufadnicich (x;’,1 ) a (X', 1) - které by

ziejmé vyZadovaly pouzZiti dvou vlastnich hodin soustavy S’ (a také dvou pozorovateli).

Takové dosti “tézkopadné” méfeni by asi mohlo byt za ur¢itych podminek nahrazeno napiiklad

fotografovanim télesa, které by jisté zvladl jeden pozorovatel s jednémi hodinami

Pozn. :  Fotoaparat by asi musel byt umistén piesné na kolmé centralni ose tyCe, aby vzdalenosti ke koncovym bodim byly

stejné - (j. aby byla i stejnd doba chodu svételnych paprskii do objektivu).

Proces fotografovani pak pfiblizné souhlasi s oby¢ejnym pozorovdnim lidskym okem, tzn. pohybujici se

téleso bychom ‘‘vidéli zkracené‘ ve sméru jeho pohybu.

Nelaskavy Ctenaf na tomto misté asi projevi zklamdni z teorie relativity, vZdyt klasickd fyzika pfinasi
Casto vyrazngjsi prostorové efekty (viz “ty¢ do vody ponorend zdd se byti zalomend” , apod.), pokracujte

ale prosim ve Cteni, situace se znacné vylepsi



2) Dilatace (prodlouZeni) cCasu

Predstavme si nyni, Ze na n&jakém obecném misté (X, y, z) soustavy S probéhne uréity déj (proces),
ktery mad dobu trvdani At . Jestlize oznatime jako f; Cas pfisluny zaddtku tohoto déje a 1, Cas jeho

konce , pak si mizeme uvédomit, Ze jsme vlastné¢ definovali dvé udalosti v ¢asoprostoru, které se staly

na tomto jednom misté - tzv. soumistné uddlosti v soustavé S (pfedpoklddejme, Ze tyto uddlosti se

staly na x-ovych osdch - potom ostatni dvé soutadnice jsou nulové v obou soustavich — nebudeme je
nezapisovat) :
(x,t7)...... zalétek d&je — prvni uddlost v soustavé S

(x, 1) ...... konec déje — druhi udalost v soustavé S

Casy téchto udalosti jsou tedy zméfeny na jednom misté soustavy S , tj. na jednéch nehybnych hodinich

H v tomto misté. Tim je zaruceno, Ze se jednd skute¢né o vlastni as soustavy S . Pro dobu trvani dgje,

jinak feceno pro ¢asovy interval mezi témito udalostmi, miZeme napsat :

At = t2 - t] klidovd doba trvdni - casovy interval v soustavé S

Nyni se pokusime urcit, jaky casovy interval mezi témito uddlostmi naméfi pozorovatel ve druhé

pohybujici se soustavé S’ . KdyZ oznacime Casy téchto uddlosti #;° a 1, bude analogicky :

At = t5, -t
= I 1 doba trvdni - asovy interval v soustavé S’

Na obrazku jsou z obou soustav zakresleny opét pouze oddélené x-ové osy. Pro ndzornost si mizeme
piedstavit soustavu S napifklad jako nadrazi a soustavu S’ jako projizd&jici vlak. Dvé soumistné

uddlostmi na nadrazi (v S ) jsou pak napfiklad rozsviceni zeleného svétla na semaforu a ndsledné

rozsviceni ¢erveného svétla na stejném semaforu (viz obr.) .

ProtoZe se osa X’ (vlak) pohybuje, jsou mista té&chto uddlosti v S’ obecné riznd, tj. x;° a xp’
(napfiklad rozsviceni zeleného svétla na semaforu se stane na udrovni pocatku vlaku a kdyZ se rozsviti

svétlo Gervené, je semafor na drovni konce vlaku ) - v_soustavé S’ tedy vznikly dvé nesoumistné

udalosti :
(x;’,t;°) ... prvni udilost v soustavé S’
(x2’, 6°) ... druhi udilost v soustavé S’
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Stanoveni Casu kazdé uddlosti ovSem vZdy vyzZaduje nehybné hodiny na misté této udalosti. V soustavé

S’ tedy potiebujeme dvoje synchronizované hodiny ( H;’ na mist¢ X;  a H,  namisté¢ X5 ),

zatimco v soustavé § staéi pouze jedny hodiny (H na misté X ) (viz obr.) .

Pro ¢asové soutadnice pouzijeme dale Lorentzovy transformace, nyni se bude hodit jejich zdkladni tvar,

ktery dosadime do vztahu pro ¢arkovany Casovy interval :

_ z‘Z—Lt-x/c2 t ux/c _ t,—t; _ At

- w/l—uz/c2 \NI= uz/c \/I—uz/cz - \/I—uz/c2

At =15 —1;

Vyraz pod odmocninou je vZdy mensi neZ jedna, proto dobu trvani néjakého déje - tj. ¢asovy interval

mezi dvéma soumistnymi udalostmi, naméifme v_pohybujici se soustavé S’ vidy vétSi nez v

klidové soustavé S :

AY = 8L S Ay

-y / 5 dilatace Casu
—-u“/c -




JestliZe si opét - jako u kontrakce délek - uvédomime relativnost klidu a pohybu a ptfedstavime-li si sebe

jako pozorovatele ve vlaku, pak muzeme opravnéné¢ konstatovat, Zze nddrazi se pohybuje undSivou

rychlosti vi¢i ndm (vlaku), a dilataci Casu lze tedy také popsat obecnéji, bez konkrétniho oznacovani

soustav :

Dobu trvani néjakého déje probihajiciho na pohybujicim se télese (tj. casovy
interval mezi dvéma soumistnymi udélostmi na tomto télese) namérime vZdy vétsi nez

v klidové soustavé télesa.

V ucebnicich se velmi ¢asto doba trvani déje aplikuje na chod vlastnich hodin soustavy - pfedpokldda se,

E413
1

Ze Casovy interval At odpovidd jednomu ,tiknuti“ hodin (tj. napf. dobé kmitu mechanického

kyvadla, ¢i period¢ elektrickych kmitl) — pak prodlouZeni tohoto intervalu znamend vlastné
zpomaleni chodu hodin. Tedy :

Hodiny v pohybujici se soustavé jdou (tikaji) z hlediska klidové soustavy pomaleji.

Jev dilatace Casu je dnes mozno povazovat za spolehlivé ovéFeny na mnoha experimentech, naptiklad :

a) Zareni pohybujicich se atomi

Jestlize atomim (molekuldm, iontim) doddvdme zvné¢jSku energii (zahfatim, narazy jinych ¢éstic,

zafenim) zacnou tyto atomy samy vyzarovat elektromagnetické vinéni , které ma piesné a stalé

frekvence, dané pouze energetickymi hladinami elektronového obalu atomu. Periody tohoto vinéni pak

dokonale odpovidaji definici vlastni doby trvani (je to Casovy interval mezi opakujicimi se hodnotami —

napiiklad mezi maximalnimi hodnotami elektrické intenzity ve vinéni).
Zatici atomy, jako relativné lehké ¢astice, 1ze snadno uvést do pohybu (naptiklad také pouhym zahtatim)

a klidovy laboratorni_detektor pak musi podle vztahu pro dilataci ¢asu pfijimat vinéni, které bude mit

zvétSenou periodu , tj. také vétsi vinovou délku (viz zndmy vztah A=c-f=c/T ).

VInova délka bude proto ve spektru posunutd k vyS$im hodnotdm, pro oblast viditelného svétla je to

b

smérem k Cervené barvé — tak vznikd tzv. “rudy posuy” spektralnich Car .

Prokazatelné méteni bylo vykondno jiZ v roce 1938.

b) Doba Zivota pohybujicich se mikrocdstic

Medidlné zndmy je piipad Castic zvanych mezony 4 , které se daji dobfe pfipravit v laboratofich jako

téméF klidové Géstice s dobou Zivota 2,2 . 10° sec. Vznikaji ale také pisobenim kosmického zéfeni v

6
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hornich vrstvach atmosféry (vice nez 10 km nad zemi) jako superrychlé Castice (0,9994.c) a jsou potom

bez problémii detekovany na povrchu Zemé.
Bez existence teorie relativity by tak ale vznikla velka zdhada , nebot’ i kdyby se £ -mezony pohybovaly

piimo rychlosti svétla, za dobu svého Zivota by mohly urazit maximalné drahu :
_ _ 8 -6 _
s =c-t =3-10"-22-10 = 660 m

a nemély by tedy zddnou Sanci dorazit az k 10 kilometrti vzdalenému pozemskému detektoru.

Jejich doba Zivota je vSak podle vyse uvedeného vykladu jejich vlastni ¢asovy interval , protoze je

zmétend v jejich klidové souradné soustavé, kterd se nyni ale spolu s nimi pohybuje vii¢i Zemi vysokou

rychlosti 0,9994 c .

Doba zZivota mezoni v pozemské soustavé se proto podle vztahu pro dilataci ¢asu vyrazné zvétSi (asi

tficetinasobn¢) na hodnotu :

—6
Ar = 2,210

- = 63,5100 sec.
JI - (09994

ktera je jiz vice neZ dostatecnd pro pifekonani uvedené vzdélenosti k povrchu Zemé.

¢) Piiimé méreni casu na pohybujicich se télesech

Ohromujici pfesnost tzv. atomovych hodin (10" sec.) umoznila uz v roce 1977 pfimé ovéfeni dilatace

Casu. Pritom se udaj stacionarnich hodin na Zemi porovnal s tidajem hodin v letadle , které obletélo

zemekouli (bylo to béZné dopravni letadlo). Pii jeho rychlosti zdaleka nedosahujici 1000 km/hod. stacil
dokonce i let podstatné kratsi, aby mohlo byt spolehlivé konstatovano, Ze hodiny v letadle se zpozd’uji —
tedy jdou pomaleji oproti pozemskym hodindm o n&kolik desitek nanosekund (10~ sec.).

Vzorec pro dilataci ¢asu je proto dnes timto zplisobem ovéfen s presnosti fadu desetin procenta (bylo

ovSem nutno odseparovat ¢asovou diferenci podle obecné teorie relativity)

7da se, Ze takové ptimé méieni potvrzuje predstavy zejména autorti sci-fi o kosmickém cestovani, kdy
totiz kosmonaut po ndvratu zjisti, Ze jeho soucasnici zestarli na Zemi mnohem vice nezli on, ptipadné Ze
jJiZ ani neziji.

Laskavy Ctendf se ovSem na tomto misté jist€ dostane do rozpakil - vZdyt prece plati relativnost klidu a

pohybu - kosmonaut tak miize bez rozpaki tvrdit, Ze ne on, ale Zemé od jeho rakety “odlétla” a pak se

vrétila a tak Ze tedy on musi byt star§i neZz “pfilétnuvsi” pozemstané — tak vznika tzv. paradox dvojcat .

Resent tohoto problému nenf zcela jednoduché ...

Je zfejmé, Ze hratky s Casem, které v klasické fyzice nemaji obdoby, jsou daleko efektnéjsi nez zméeny

vvvvvv

spor o to, kdo bude stafeSinou :



3) Relativnost soucasnosti

V prvnim odstavci o kontrakci délek jsme jiz poznali dvé soucasné uddlosti, které nastaly na riiznych

mistech, tj. soucasné nesoumistné uddlosti . Casoprostorové soutradnice takovych uddlosti miZeme v

soustavé S zapsat (predpokldddme opét uddlosti na x-ovych osdch, nepiSeme tedy ostatni nulové

souradnice) :
(X, t1).oiii. udalost ¢. 1 v soustavé S
(X282 ) euninnn. udalost & 2 v soustavé S

A soucdasnost téchto udalosti 1ze potom charakterizovat rovnosti jejich c¢asi , jinak také nulovym

¢asovvm intervalem :

t] =1 At =t —t; =0

Nyni si poloZzime otdzku, jaké jsou tyto udalosti ve druhé soustavé S’ , zda jsou také soudasné ?
NapiSeme nejprve obecné jejich soufadnice :

(x;5 t;°) ... udalost & 1 v soustavé S’

(X2, ) ool udalost & 2 v soustavé S’

A prozkoumdme soucasnost uddlosti tak, Ze s vyuZitim Lorentzovych transformaci vypocitdme jejich

¢asovy interval :

tz—u-xz/cz t]—u-x]/cz _ ty—t;—u /cz(xz—x]) _—u /cz(xz—x])

w/l—uz/c2 - ]—uz/c2 - w/l—u2/c2 - w/l—uz/c2

Al =t —-1t; =

ProtoZe pouze prvni Cast Citatele vysledného zlomku je nulovd, dostivame celkem obecné nenulovy

vyraz :

— 2 —
Al =ty —1) = wiiny) Lo

w/]—uz/cz

V soustavé S’ jiz tedy uddlosti nejsou souéasné , jedna z nich nastane diive neZ druhd. Kterd z nich to

bude, zdlezi na mistech udalosti a. na volbé& soustavy S’ (sméru jeji unasivé rychlosti) :
Napiiklad pro x> - x; >0 a u > (0  dostaneme (viz vzorec) : L, -t < 0

atedy t,’ < t;° , nebo-lijako prvnise stane uddlost & 2

Ajist¢pro u < 0  tobude opaéng, nebo-li prvnibude uddlost & 1




V riznych soufadnych soustavich miize tedy jako prvni nastat kterdkoliv z ptivodn¢ soucasnych udalosti.

Lze proto obecné konstatovat :

Soucasnost nesoumistnych udalosti je relativni, tj. existuje pouze v jedné

souradné soustavé - v jinych soustavach pak tyto udalosti sou¢asné nejsou.

Z vysledného vztahu ovSem vidime, Ze existuje také moZnost , aby byl ¢asovy interval vzdy nulovy - tj.

aby udalosti byly vZdy sou¢asné - tak tomu bude jediné za platnosti podminky :

X = X2

nebo-li Ze ob¢ uddlosti se stanou na jednom misté , tedy :

Pouze soucasnost soumistnych udalosti je absolutni - tj. tyto udalosti jsou

soucasné v kazdé souradné soustaveé.

Ten nejhor$i problém uZz vlastné naznacuji predchozi rovnice, zaslouzi si vSak byt uveden zcela

samostatn¢ :

4) Obrdceni casového sledu uddlosti

Prozkoumejme nakonec dvé nesouéasné nesoumistné udalosti v soustavé S . Jejich Casoprostorové

soutfadnice budou opét obecné :
(x5, t1) covenn.n. uddlost ¢. 1 v soustavé S

(X2, 1) coenennn. uddlost &. 2 v soustavé S

A nesoucasnost udilosti 1ze potom charakterizovat nerovnosti jejich ¢asu , jinak také nenulovym

¢asovym intervalem :

t; * 1 At =1, —t; #0

Predpoklddejme naptiklad, Ze jako prvni nastane udalost €. 1, tj. Ze bude platit :

H < b tedy také At = fz—fl >0

Pro Casovy interval v soustavé S’ pak z Lorentzovych transformaci dostaneme :

’ ’ t2—u~x2/02 tl—u‘x1/02 _ (ty—t;)—u /c2(x2—x1)

At =1t)—1; = -
2 ! 1—u2/c2 w/]—MZ/Cz ]—MZ/CZ




Prvni ¢ast Citatele vysledného zlomku jiZ neni nulovd , ale podle pifedpokladu je to kladné ¢&islo, druhy

¢len pak zfejmé muize byt kladny nebo zaporny. Cely zlomek tedy miiZze byt jak kladny, tak i zaporny

(v zavislosti na sméru unasivé rychlosti soustavy S’ a na mistech udélosti).

Pravé druhd moznost je vysoce alarmujici. Jestlize bychom totiz dostali zaporny vysledek :

At =t,-1; <0 tedy také | 12 < 1}

Pak to znamend, Ze existuje soufadnd soustava, ve které nejprve nastane udalost ¢. 2 a teprve pak

udélost ¢. 1 — tedy Ze ¢asovy sled udalosti je v této soustavé opacny .

Casovy sled udalosti obecné neni absolutni - tj. existuje soustava souradnic,

ve které se udalosti stanou v opa¢ném poradi.

Toto Sokujici zjisténi je samoziejmé piimym disledkem piedchozi relativnosti soucasnosti a vyvolalo
zejména mezi filozofy veliky rozruch.
Obecné je totiz mozno rozlisit dvé kategorie udalosti :

a) Udalosti bez vzajemného vztahu .

b) Udalosti s kauzalnim (pri¢innym) vztahem - kdy prvni udélost je pfiinou a druhd udalost je

jejim disledkem. Pfitom doposud jesté nikdo nepoptel princip kauzality , ktery tvrdi, Ze vzdy

pri¢ina predchazi dusledku.

Vowve

Cely vyvoj svéta , jeho historie, je vlastné neustdly, spojity sled pfi¢in a jejich nasledkl. Pak se ovSem
jako zcela absurdni jevi pfedstava, Ze by v néjaké soustavé nejprve nastal diisledek a teprve potom by se
uddla jeho pficina .......

Skutecéné by tedy historie mohla jit nékde pozpatku ?

Prozkoumejme tento problém. Nejprve si poloZme otdzku, zda je mozZno kauzalitu popsat matematicky ?

Kupodivu je odpovéd kladnd :

Nutnym piedpokladem toho, aby udélosti ¢.1 byla pFi¢innou a udélost ¢.2 byla jejim dusledkem , je

bezesporu to, aby z mista Xx; prvni uddlosti do mista x, uddlosti druhé dorazila n¢jakd informace
o tom, co se v prvnim mist¢ stalo.

Teprve potom totiz muze nastat ve druhém misté néjaka adekvatni reakce na prvni udélost - napiiklad
kdyZ v Sarajevu zastelili Ferdinanda, tak teprve poté, aZ se to ve Vidni dozveédéli, mohl cisat kvili tomu

vyhlasit véalku.
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Uvazme, Ze nejrychlejS§i mozny ptenos informace se realizuje elektromagnetickymi vinami rychlosti
svétla . Potom za piedpokladu, Ze vzdalenost obou mist je X, - Xx; ( pfedpokladejme > 0 ), bude

nejkratSi mozna doba prenosu informace :

Xy — X
c

A teprve po uplynuti této doby muZe nastat néco, co bude souviset s prvni uddlosti - co bude na ni

néjak reagovat - jinak feceno bude jejim diisledkem.

Casovy rozdil mezi kauzdlnimi uddlostmi musi byt tedy vétSi neZ minimalni doba prenosu informace

mezi misty téchto udalosti :

Xy — X

-1, > c podminka kauzality

Pravou stranu miZeme je$té¢ zmenSit vyndsobenim ¢islem mensim neZ jedna a nerovnost se nezmeéni :

X2 =X u
L=t > = ¢
A prevedeme na levou stranu :

t,-t, - C%-(xz—x]) > 0

Dostali jsme tak Ccitatel zlomku ze vztahu pro ¢asovy interval nesoumistnych udélosti v carkované

soustavé a protoze jmenovatel je také kladny, bude tento ¢asovy intervalu také vzdy vétSi nez nula , tj.

prvni bude opét udalost ¢.1 :

At =1 —1] = (o) e y)
]—u2/02

O vyvoj svéta si tedy v teorii relativity nemusime délat starosti, Casovd posloupnost kauzadlné spojenych

uddlosti se nemiiZze nikdy obratit.

Specialni teorie relativity neni v rozporu s principem kauzality

konec kapitoly K. Rusiak, verze 03/2005
rev. 03/2007

20.6.2007 - oprava nerovnosti na str. 9

11



Relativisticka energie

V klasické mechanice jsme se podrobné sezndmili s obecnym pojmem (mechanickd) energie - jako
schopnosti télesa vykonat mechanickou praci.

Tato schopnost byla jednoznacné spojena se stavem télesa — bud’ s jeho polohou ( potencidlni energie ),

nebo s jeho pohybovym stavem, ur¢enym velikosti rychlosti ( kineticka energie ).

Velikost energie pak byla stanovena jako velikost vykonané price té€lesem pii jeho ndvratu do

definovaného pocédte¢niho stavu - a byla také rovna pivodné vykonané préci (vné&jsi silou) pii zméné

stavu télesa z pocate¢niho na stav konecny (konecnou polohu, nebo rychlost).
Pro konzervativni silové_pole jsme pak odvodili jeden z nejzdkladnéjSich zdkont klasické fyziky (kromé

Newtonovych ) — zdkon zachovdni celkové mechanické energie .

Budeme jisté¢ pravem ocCekavat, Ze smysl tak zdsadni fyzikdlni veli¢iny, jako je energie, se ve specidlni
teorii relativity nezméni.

Pokusme se proto nyni vypocitat kinetickou energii télesa (hmotného bodu) hmotnosti 1 , jako praci

—

(n&jaké sily [ ), ktera je (v dané inercidlni soufadné soustav€) potiebnd pro uvedeni télesa z klidu do
pohybu rychlosti v .

Tato prace se samoziejmé koné na urCité draze mezi pocate¢ni bodem }_’} a koncovym bodem ?2 , vime
vsak, Ze v piipad¢ kinetické energie velikost vykonané prace nezavisi ani na tvaru drdhy, ani na jejich

krajnich bodech , ale je dana pouze po¢ate¢nim a koneé¢nych pohybovym stavem (poc¢atecni rychlost je

nulova , kone¢na rychlost ma velikost V) :

) V)

Egy = A= |Fdi = [Frdi = [F-aF
7 7, 0

Dosad’'me za silu z relativistické pohybové rovnice a uzijme dale definici rychlosti :

V_» vf 4 ~ v
Eyy = [F-df = [-dF = [dp-% = [dp-v
0 0 0

t
0

Pti predpoklddané existenci kinetické energie nesmi tato prace zdviset na tvaru drahy, proto zvolme drédhu
tak, aby umoznila co nejjednodussi vypocet (ale nebude to samoziejmé dokonaly diikaz) - takovou drahu

vytvaii jisté piimocary pohyb hmotného bodu, pii kterém plati :

dp TT v




Pak ma skaldrni soucin v integrdlu jednoduchy tvar a mizeme také lehce stanovit velikost piiristku
hybnosti (diferencujeme sou¢in m . v):

2

dp-v =dp-v =d(mv)v = (dn-v + m-dv)v = dn-v:-+ m-v-dv

Dostavame tedy pro kinetickou energii :

1% 1%
Eiin :Jd"-ﬁz_[(dm-v2+m-v-dv)
0 0

K dpravé druhého Clenu v integrdlu pouzijeme vztah pro okamZitou hmotnost, ktery byl odvozen
v predeslé kapitole ,,Relativistickd dynamika* :

m()

]—v2/02

Tuto rovnici umocnime a prevedeme na jednoduchy zlomek :

m =

- 2 mg _ mg c?
1—v? / c? 2= 7
Po vyndsobeni jmenovatelem a pievedeni na levou stranu dostaneme :

2 2 2 _ 2 2
m--(c"—v")=m, c

Vzniklou rovnici nyni diferencujeme (nebo lze udé€lat derivaci podle ¢asu a potom vyndsobit
diferencidlem Casu), pfitom pouZijeme znalosti o derivaci sou¢inu dvou funkci, slozené funkce a o

derivaci konstanty (prava strana) :

2 2 2 —
2m-dm-(c”—=v° ) + m°-(-2v-dv) = 0
BéZnou tpravou rovnice dale dostdvame :

m-v-dv = dm-(cz—vz)

A vysledek miZzeme dosadit do vztahu pro kinetickou energii :

\% 1% \%
Ey;, = J(dm-v2+m-v-dv) = j{dm-v2+dm-(cz—v2)} = jdm~c2
0 0 0

Po vytknuti konstantni rychlosti svétla pak vznikne velmi jednoduchy vyraz :
5 %
Ey, = ¢ I dm
0



V Kklasické fyzice by takovy vztah — integrdl piirastkt hmotnosti télesa na néjaké draze - byl velmi

podivny - a byl by samoziejmé nulovy , nebot’ hmotnost télesa je v klasické fyzice konstantni veli¢inou.

V teorii_relativity uz ale zname zavislost hmotnosti t€lesa na rychlosti (jako rostouci funkci této

rychlosti) - je proto zifejmé, Ze meze integralu urcuji pocatecni klidovou hmotnost (pii nulové rychlosti)

a kone¢nou okamzitou hmotnost (pfirychlosti v):

Vv
Ey, = CZ-Idm = c2-[m]5 = m(v)-cz— m(0)-c2
0

Zapsano zjednoduSené :

Ey, = m-c? — mo-c2

kineticka energie

Z predchozi kapitoly také vime, Ze pii rychlosti télesa blizici se rychlosti svétla roste jeho okamzita

hmotnost nade vSechny meze :

m,

8

m =m(v)=
(v) ]—vz/c2 v—¢

Dosadime-li tuto hmotnost do posledniho vztahu, bude nam ihned jasné, Ze stejny zavér muzeme

vyslovit i pro praci vykonanou pfi urychlovani télesa, tedy pro jeho kinetickou energii :

Eiin = m(v)-cz— m, - 2 SR, 0-62 —>
1-v2/c? v—oc

Ob¢ tyto nekonec¢né limity vyjadiuji zjevné neredlnou situaci, miZeme je proto povazovat za rozumné

fvzikdlni zdiivodnéni mezni rychlosti téles (rovné rychlosti svétla) ve specidlni teorii relativity.

Dale promyslime vyznam pravé strany ziskané rovnice pro kinetickou energii :

JelikoZ to je vztah pro kinetickou energii - proto kazdy z obou ¢lend na pravé strané¢ musi mit také

fyzikalni rozmér a hlavné fyzikalni smysl néjaké energie.

Konkrétné druhy ¢len na pravé strané obsahuje kromé konstanty pouze klidovou hmotnost, je tedy

jednozna¢n¢ spojeny s klidovym stavem télesa v dané inercidlni soustavé a vyjadiuje proto veskerou

energii télesa (hmotného bodu) v tomto stavu :

_ 2
E, =m,-c

klidova energie télesa




Tato energie je jisté tvofena potencialni energii télesa v piipadném vnéjSim silovém poli a musi

obsahovat také veskerou vnitini energii kterd je ,skrytd” v télese, jako je i jenom ,,0byCejna‘

mechanickd energie vSech ¢éstic télesa (viz v termodynamice vnitini energie plynu) - ale celou hodnotu

klidové energie ptredstavuje aZ ta energie, kterd by se uvolnila aZ pti dokonalé pfeméné hmoty na energii

— pfi tzv. anihilaci hmoty — podle zdkona zachovdni hmoty a energie (viz dale).

Pozn. : Na castice v télese také ovSem pusobi rizné sily ,,nemechanické™ podstaty — jde zejména o sily, které téleso ,,drzi
pohromadé*™ — tj. jsou to sily vytvarejici vazané stavy Castic télesa. Potencidlni energie téchto sil (v absolutni
hodnot€) se oznacuji jako vazebni energie :

Existuji tedy vazebni energie vSech Céstic ve struktuie celého télesa (vazebni energie krystalické miizky) a energie

vSech ,,subcdstic” ve struktui'e kazdé ¢astice hmoty - tj. vazebni energie atomi v molekule (chemickd energie),

vazebni energie elektroni v atomu (celkova ionizacni energie atomu) a vazebni energie nukleoni v atomovém
jadru (jadernd energie).

Nejvyssi hodnotou se vyznacuje posledné jmenovand jadernd vazebni energie — je v rozmezi 1,1 az 8,6 MeV na

jeden nukleon jadra — pfesto vSak ve srovnani s klidovou energii nukleonu (931 MeV) je zanedbatelné mald

(ptiblizné od 1 %o do 1 %).

Vyznam prvniho ¢lenu pravé strany pozndme az po jeho osamostatnéni :

m(v)~c2 =m-c? = Ey;, + mo-c2

= Lyp + E,
Je to tedy celkovy soucet kinetické energie a klidové energie télesa, a protoze uz vlastné jiny druh
energie (neZ tyto dv¢ energie - télesa v klidu a télesa v pohybu) neexistuje , musi tento soucet vyjadfovat

vesSkerou moznou energii télesa :

2

E =Ey, + E, =m-c celkovd energie télesa

Vztah pro kinetickou energii pak bude mit jednoduchy tvar :

Ey, = E - E,

kinetickd energie (vyjadiena pomoci celkové a klidové energie)

Jestlize jesté vypustime prostiedni ¢ast rovnice pro celkovou energii , dostaneme pak nejznaméjsi vztah

teorie relativity a moznd celé moderni fyziky :

E =m-c

Einsteinuy vztah pro celkovou energii

Tento vztah primé iméry hmoty (hmotnosti) a energie s ni spojené - téchto dvou zdkladnich projevi

objektivni reality naseho svéta - miiZze byt chapan jako vyjadieni :

,ekvivalence* hmoty a energie




Pozn.: 'V kvantové fyzice, kde i energie elektromagnetického pole je spojena s Cdsticemi (fotony) — tj. s objekty, které si
obvykle predstavujeme pod pojmem ,hmota“ - je pak vhodné&js$i Einsteintiv vztah interpretovat jako ekvivalenci

hmotnosti a energie.

Specidlni_teorie relativity nas tak piivadi nejen k jinému chdpani prostoru a ¢asu — zdkladnich

parametrii vyvoje svéta (nejsou to jiz absolutni, nezdvislé pojmy, ale jsou nyni vzdjemné propojené do

vysledného Casoprostoru a navic neoddélitelné spjaté s pohybujici se hmotou ) - ale tato teorie méni i nas

pohled na veskerou podstatu svéta kolem nds — tim, Ze vzdjemn¢ spojuje jeho formy projevu - hmotu

a energii .

Védecky pohled na svét kolem nds — jako na hmotu a energii vyvijejici se v prostoru a case — je tedy

dnes uplné jiny nez pfed rokem 1905 .....

Ve fyzice jiz nemiZe platit zakon zachovani hmoty a oddélen¢ vedle n¢j zakon zachovani energie , ale

je nutno pouzivat obecny zdkon zachovdni hmoty a energie .

Ekvivalence hmoty a energie neni rozhodné pouze teoreticky vztah, ale v soucasnosti je jiz
mnohondsobné experimentdlné potvrzena, zejména v procesech mikrosvéta.

Jako prvni byl zde objeven hmotnostni vibytek jader :

Jiz ze stfedni Skoly vite, Ze podle soucasného standardniho modelu je jadro atomu tvoreno nukleony

dvojiho druhu - kladnymi protony a neutrdlnimi nreutrony a miZe byt formaln¢ oznaceno :

A 12
zX 6C

nepiiklad pro uhlik :

Nukleonové &islo A udéava celkovy pocet nukleont a protonové islo Z je pak polet protoni v jadie

(stejné je také elektronll v elektronovém obalu neutrdlnitho atomu). Pocet neutroni v jaddfe miZeme tedy

vyjadiit rozdilem A —Z.

JestliZe pak porovndme celkovou (klidovou) hmotnost jddra 7; s hmotnostmi jednotlivych nukleoni, tj.

s (klidovou) hmotnosti protont 1, a s (klidovou) hmotnosti neutronit 72, (jako samostatnych, volnych

¢astic), zjistime z pohledu klasické fyziky neuvéfitelnou véc, Ze soucet hmotnosti vSech nukleont

daného jadra je vétSi nez hmotnost jadra, z nich vytvofeného.

MuzZeme si piedstavit, Ze pfi ,,sestaveni” jadra z jeho stavebnich prvkll — nukleonl - nastane ubytek

hmotnosti :

Am = Z°mp+ (A-Z) m, —m; # 0

J hmotnostni ubytek jdadra




Na rozdil od pocatecniho souboru volnych samostatnych nukleonti je ale vysledné jadro atomu velmi
stabilni kompaktni utvar, ktery ,drZi pohromad¢* obrovskymi pfitazlivymi silami pisobicimi mezi

nukleony ( jaderné sily ,tzv. silnd interakce ).

Prace téchto sil pfi vzniku jadra (pfi vzdjemném pribliZeni nukleonl) vytvaii pak vazebni energii

jadra E - a tato energie dokonale splituje Einsteiniv vztah :

E = Am-c2

vazebni energie jddra

Pokles hmotnosti je tedy podle Einsteinova vztahu pfesné ,,vykompenzovan“ vzniklou ,,ekvivalentni‘

vazebni energif jadra.

Ackoliv je hmotnostni ibytek jadra velni maly — asi 1% hmotnosti jadra - podle Einsteinova vztahu,

obsahujicimu kvadrdt rychlosti svétla, tomu ale odpovidd obrovské mnoZstvi energie - fadové

megaelektronvolty (MeV) - tj. milionkrat vice neZ vazebni energie elektront v atomu.

A jen menSi ¢4st této vazebni energie (napiiklad 10 %) miZeme ziskat k naSemu prospéchu (¢i zkdze)

pomoci vhodnych jadernych reakci - nejznaméjsi jsou fetézova stépnd reakce a termonukledrni

syntéza jader.

Uspésné svétové demonstrace jejich tcinkl ddvaji tusSit nesmirnou hodnotu energie ktera by vznikla pfi

100 % - ni pfeméné hmoty na ekvivalentni energii — pfi tzv. anihilaci hmoty — prokdzané na ¢ésticich

mikrosvéta napiiklad reakci elektronu a pozitronu, ve vétSim méfitku pak dikybohu zatim pouZivané

pouze autory sci-fi pfibéhd.

Vytvorme jesté na zavér velmi uZite¢ny vztah mezi celkovou energii té€lesa a jeho hybnosti. PouZijeme
v minulé kapitole odvozeny vztah pro okamzitou hmotnost :

m,

]—vz/c2

ktery dosadime do Einsteinova vztahu :

m =

E=mc® = o .2
\/]—vz/c2

Po umocnéni a vydéleni rovnice kvadratem rychlosti svétla dostaneme :

E2 _  myc
c? ]—vz/c2

“ e e y . 2 2 . ‘-
Dalsi tpravou bude, Ze v Citateli zlomku pficteme a odeCteme vyraz H1, -V~ (tim se Citatel nezméni) .

Po formélnim pteskupeni ¢lenti pak dostaneme :



2 2 2 2

E? mﬁ-c2 _ m5-02+m02-v2—m02-v2 _ mOZ-V2 m,-c”—m,-v
2 ]—vz/c2 Z—vz/c2 ]—vz/c2 ]—V2/6‘2

C

Prvni ¢len je ovSem kvadrét hybnosti, kterou jsme definovali v relativistické dynamice jako :

m,-v

a druhy ¢len upravime vytknutim a naslednym vykracenim :

2 m2.c?(1-v?/c?
E 2 0o ( /):p2+mg_cz

L — +
P I—vz/cz

Po vynésobeni kvadritem rychlost svétla tak dostaneme :

2 _ 2 2 2 4
E” = p ¢t m,-c vztah celkové energie a hybnosti

Tento vztah lze naptiklad vyhodné pouZzit v kvantové fyzice pro stanoveni energie fotonu , ktery ma

nulovou klidovou hmotnost (jako ,,predstavitel” elektromagnetického vinéni neexistuje v klidu ) , tedy

ma i nulovou klidovou energii. Pak bude tedy velmi jednoduse :

celkovd energie fotonu

E=pc

K. Rusnak, verze 04/2005
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Vnitini energie idedlniho plynu podle kinetické teorie

Kineticka _teorie _plynu, ktera vprvni poloviné 19.stoleti dokédzala uspéSné spojit klasickou
fenomenologickou termodynamiku s mechanikou, povazuje plyn za soustavu velkého poctu nepatrnych
hmotnych ¢éstic — molekul, které jsou v neustadlém pohybu (tzv. neuspoiddany pohyb), a pomoci
mechanickych vlastnosti téchto castic (jejich hmotnosti, rychlosti, hybnosti, mechanické energie)
vysvétluje termodynamické veliCiny plynu (tlak a teplotu plynu, jeho vnitini energii, a také pojem tepelné
energie).

Nejjednodussi je aplikace kinetické teorie na idedlni plyn, jehoz chovani jsme popsali v minulé
otazce. Zopakujme si jeho zékladni vlastnost —Ze molekuly tohoto plynu na sebe vzdjemné nepiisobi
Zadnymi silami (pfipadn¢ je mozno dodat — kromé nepatrnych okamziki vzéjemnych pruznych srazek
molekul).

Disledkem nulovych sil mezi molekulami idealniho plynu je potom také nulova potencialni energie
kazdé molekuly (nebot’ tato energie je stanovena praci plisobici sily, jak je zndmo z mechaniky).

Z toho dale plyne, Ze celkova mechanicka energie (kazdé¢) molekuly je tedy tvofena pouze jeji energii
kinetickou, a Ze vnmitini energie plynu jako soucet vSech energii vSech jeho molekul je pak dana
celkovou Kinetickou energii téchto molekul.

Pro maximalni mozné zjednoduseni budeme jeste navic predpokladat, ze molekuly plynu jsou prakticky
hmotné body - pak totiz mizeme zanedbat rotacni pohyb molekuly a samoziejmé i energii tohoto
pohybu.

Toto zanedbani bude ziejmé velmi dobfe vyhovovat pro ,,jednoatomové*™ molekuly (He, Ne, Ar, ... a také
napiiklad pro v plazmatu béZzn¢ se vyskytujici ionizované atomy), jejichz vlastni moment setrvacnosti je
jisté zanedbatelné maly.

U vétSich molekul, skladajicich se ze dvou a vice atomtli pak ovSem bude nutno zapocitat i kinetickou
energii rotace molekuly, ptipadné i energii jejich kmiti.

Neuspotadany pohyb molekul plynu a jejich stale probihajici vzdjemné srazky (a samoziejmé i srazky se
sténami nadoby) vede k tomu, Ze okamzité rychlosti molekul — jejich sméry 1 velikosti — se neustale méni.
Jist¢ si umime piedstavit, jak se né&jakd vybrand molekula po nckolika ,,vhodnych srazkach® témét
zastavi, nebo jak naopak dojde k mnohondsobnému zvySeni jeji rychlosti (i kdyz jsou to méné
pravdépodobné situace), proto mizeme piedpokladat, ze v jakémkoliv ¢ase maji molekuly plynu rtizné
rychlosti v celém intervalu moznych velikosti — tj. od nuly do nekonecna.

Z diavodu obrovského poctu éstic (fadu Avogadrova ¢isla) neni ovSem mozno sledovat pohyb kazdé
Castice a urcovat jeji rychlost, ptipadné jeji polohu. Pfitom rychlosti ¢astic urcité zaviseji i na celkovém
stavu plynu — napiiklad pti zahtivani se jist€ zvySuje podil rychlejSich ¢astic.

Metodami matematické statistiky se podaftilo r. 1852 Maxwellovi (James Clerk Maxwell) stanovit tzv.
rozdéleni rychlosti (jednoatomovych) molekul idealniho plynu ve stavu termodynamické rovnovahy :

Pro poéet dN molekul {z celkového poétu N), které maji velikosti svych rychlosti v zadaném intervalu
(v, v+ dv) plati :

S
AN = 4z N- | =2 |7 e 24T .2 . gy
2w kT

(m je hmotnost jedné molekuly, k je Boltzmannova konstanta a T je absolutni teplota.)



Podil obou diferencialt, ktery ma smysl poétu Castic v jednotkovém intervalu rychlosti (v misté dané
rychlosti v - lze také pouzit termin hustota castic na ose rychlosti) - se pak oznacuje jako rozdélovaci

funkce :

3
()___4]\/. m_\2 T kT .2
f V) = d = 4% e 4 Maxwellova rozdélovaci funkce

f(v)

Pro cely soubor N c¢astic (molekul) plynu je pak mozno vypocitat stiedni rychlost molekul jako
aritmeticky primér z rychlosti v§ech molekul :

vtV v+t
y, =y = ATV2HV3 N
N

Za pouziti rozdé€lovaci funkce lze pfevést tento soucet jako vazeny aritmeticky primér na urcity integral
pies cely obor rychlosti a relativné lehce vypocitat (jde o tzv. Laplacetv integral) :

17 1 % [8kT
ﬁ é[ = ﬁ OJ.V f (V) dv = m stiedni rychlost molekul

Také se pocita stfedni kvadraticka rychlost molekul jako aritmeticky primeér ze vSech kvadrati
jednotlivych rychlosti molekul :

2 v;+v§+...+v]2\/ _ 3kT

] 0
Ve o= = — I V) dv = — sti‘edni kvadratickd rychlost
N 0 m

N




Jeji odmocnina se pak nazyva efektivni rychlost :

§‘¥
~N

Vef =

efektivni rychlost

Je zajimavé, Ze ob¢ tyto rychlosti se pfili$ nelisi (asi 0 10 %) od tzv. nejpravdépodobnéjsi rychlosti , ktera
urcuje polohu maxima rozdélovaci funkce (viz obr) :

2kT

Vp = " nejpravdépodobnéjsi rychlost

Fyzikaln¢ nejdulezitéjsi je efektivni, ¢i stiedni kvadratickd rychlost , protoze se pouziva pro vypocet
stiedni energie jedné molekuly :

_ 1 1 2 1 3kT
E = — M-V = _.m.vef = —-m-+-—-
2 2 2 m

ol

Po vykraceni dostdvame jeden ze zasadnich vysledkl kinetické teorie, totiz ze stfedni energie molekuly
idealniho plynu nezdvisi na hmotnosti plynu, tj. na druhu plynu :

3

E = E'k -T stiedni energie jedné molekuly

A celkové kinetickd energie vSech ¢astic (molekul) dohromady bude :

Ey, = N-& = N%-k-T

Jestlize vyjadiime pocet astic N pomoci latkového mnozstvi v a pouzijeme definice univerzalni plynové
konstanty R, tj. :

N=V'NA R:NA'k

Potom dostaneme :

3 3
Ekil’l = VNAEkT = EVRT

ProtoZe ideélni plyn nema Zzadnou potencialni energii, tvofi nami vypocitana kinetickd energie veSkerou
vnitini energii U plynu :

3

U = Ekin = E'V'R'T vnitini energie idedlniho plynu

3



Poznamka : Pro realny plyn by vnitfni energie byla ov§em ur¢ena obéma slozkami energie :

U = Ekin+Ep0t

Vidime, Ze vnitini energie idealniho plynu je funkci dvou stavovych veli¢in — teploty a latkového
mnozstvi :

U=U(wT)

A tedy pii zadaném konstantnim mnozstvi plynu je vnitini energie ddna pouze teplotou plynu, coz nas
privadi k uréeni vyznamu teploty jako fyzikalni veliCiny:

Teplota je mirou kinetické energie neuspoiadaného pohybu Castic latky za stavu
termodynamické rovnovahy (u idedlniho plynu je primo umeérna celkové energii).

Teplota je stavova veliCina, ktera charakterizuje rovnovazny stav celé termodynamické soustavy (jako
celku, tzv. makrostav , uvnitt soustavy jsou pak mikrostavy jednotlivych ¢astic).

Podminka termodynamické rovnovahy je samoziejmé velmi omezujici , proto se ve fyzice definuje
teplota 1 pfi tzv. lokélni termodynamické rovnovaze (v daném misté soustavy).

Poznamka : Piesto vSak nékdy teplota neexistuje, napt. elektricky vyboj v zafivce je typickym silné nerovnovaznym
systémem: elektrony maji teplotu 25000 K, ionty a molekuly pouze 350 K, nelze pak stanovit celkovou
teplotu

Vratme se zpét k vnitini energii :

Protoze je vnitini energie jednoznac¢né urcena stavovymi veli¢inami — teplotou a latkovym mnoZzstvim —
je sama také jednoznacéné pfifazena danému stavu - a je ji proto mozno rovnéZ povazovat za stavovou
veli¢inu (vidime ovSem urcity rozdil, proto se nékdy stavové veli¢iny rozliSuji na stavové proménné a
stavové funkce, ptipadné termodynamické potencialy).

Jestlize se nam podatilo urcit presny funkéni vztah pro vnitini energii, mizeme nyni vypocitat jeji
nekonecné maly pfirtstek (zménu), tzv. uplny diferencidl , jako matematicky diferencial funkce dvou
proménnych :

dU = dU(v,T) = a—U-a’VJra—U-a’T
ov oT

Pti daném mnozstvi plynu pak jednoduse;ji :

dU = du(r) = “Coar = 3.y Rar
dT 2

Dale miizeme urcit celkovou zménu vnitini energie - pii n¢jakém termodynamickém procesu — napft. pii

prechodu ze stavu 1 (uréeného stavovymi velic¢inami p;, V;, T}, v)dostavu2 (ps, Vi, 15, v):

2 23 3 g 3
AU = [dU = [~-v-R-dT = ~-v-R- [dT = ~-v-R-(T, - T;)
; 72 2 7 2



Po roznasobeni vidime, 7e zmeéna vnitini energie je jednoduSe dana rozdilem vnitinich energii
v pocate¢nim a koncovém stavu :

AU = %'V'R'Tz—g'V'R'T] = U2—U]

Termodynamicky proces muzeme graficky znazornit jako kiivku spojujici pocatecni a koncovy stav
v n¢jaké ,,soustavé souradnic* stavovych veli¢in, napt. v oblibeném p-V diagramu :

1 r(V)

Pak mtzeme konstatovat, ze na§ vypocet zmény vnitini energie pii uritém termodynamickém procesu
nezavisi na ,,draze* — integracni cesté (kiivce procesu), ale zavisi pouze na pocatecnim a koncovém stavu.

Pro dva riizné procesy (vedouci od 1. do 2.stavu), tj. pro dvé razné kiivky p(V) a p’(V) spojujici tyto
stavy, tedy bude platit rovnost integralt :

2 2
fau = [dU
1 1

(p) (p')

Ptevedeme na levou stranu a upravime :

2 2
[du - [dU =0
1 1

(p) (p')

2 1
[du + JdU =0
1 2
(p) (p')

A protoze se jednd o libovolné dva stavy a libovolné kiivky mezi t€émito stavy, dostdvame na levé strané
rovnice integral platny pro libovolnou uzavienou kfivku :




4dU=0

Celkova zména vnitini energie je tedy nulovd pti jakékoliv uzaviené integracni cesté (kiivce) — tj. pfi
tzv. uzavieném (,.kruhovém®) termodynamickém procesu.

Vnitini energie plynu je tak formalné matematicky podobnd potencialni energii v konzervativnim silovém

poli. Vnitini energie se proto fadi mezi tzv. termodynamické potencidly a vzniklo nam pro ni n¢kolik
ekvivalentnich podminek :

U je stavova velicina

0

existuje uplny diferencial dU

0

2

j dU = konst (zména vnitini energie zavisi pouze na pocatecnim a koncovém stavu).
)i

Cj‘ (pfi uzavieném procesu se vnitini energie nezmeéni)

Tyto vztahy jsou teoreticky velmi uzite¢né a umoziuji jednoznacné a pohodIné rozliSeni stavovych a
»hestavovych® veli¢in v termodynamice, jak uvidime i v dalsi kapitole. Pov§imnéte si také formalni

podoby s podminkami konzervativnosti silovych poli .

(konec kapitoly) K. Rusnak, verze 01/2005



Teplo, prace a 1. véta termodynamiky

Teplo ( tepelna energie)

Nyni jiz vime, Ze latka (plyn) s vyssi teplotou obsahuje ¢astice (molekuly), které se pohybuji s vysSimi
rychlostmi a mizeme posoudit, co se stane pfi styku s latkou o teploté nizsi.

T T

vae
/‘X J

Je ztejmé, ze ve vzajemnych srazkach se budou pomalejsi ¢astice urychlovat a rychlejsi ¢astice budou
zpomalovat, tzn. ze rychlejsi Castice budou preddvat Cast své kinetické energie Casticim pomalejSim.
Vnéj$im disledkem tohoto ,,mikroskopického* procesu bude zvySovani teploty chladnéjsi latky, tj. nartst

jeji vnitini energie (a ochlazovani latky teplejsi, pokles jeji vnitini energie).

Tento jev pak popisujeme slovy, Ze teplo ptechazi z latky teplejsi na latku chladnéjsi. Fyzikalni veli¢inu
teplo ( tepelnd energie) tedy definujeme :

Teplo je mikroskopickym zpiisobem (sraZkami Castic latky) pieddvand Cast
vnitini energie ldtky.

Poznamka: Proces pienosu tepla by ziejmé pokracoval tak dlouho, dokud by se teploty obou téles nevyrovnaly — pak by nastal
rovnovazny stav, kdy uz by se teploty dale neménily — stav_termodynamické rovnovahy. Prechod tepla z latek

teplejSich na latky chladnéjsi je tedy jednim ze zakladnich procest, které vedou termodynamickou soustavu
k tomuto stavu.

Vidime tedy jasné, Ze na rozdil od vnitini energie neni teplo spojené se stavem latky, ale je to veli¢ina
spojena s n¢jakym termodynamickym procesem (ohiivani nebo ochlazovani).

Teplo neni stavova veli€ina , je to veli¢ina procesni .

Protoze vime, ze vnitini energie je umérna teplot¢ a mnozstvi latky, jisté nas neptfekvapi principialné
stejna zavislost pro energii tepelnou, kterd je jeji casti :

Uz ze stfedni $koly znate vztah pro teplo Q potfebné k ohiati latky o hmotnosti m z teploty 7; na teplotu
T’ (jinak feceno - o teplotni rozdil AT') :

Q=cm-(T,-T;) = c-m-AT

Koeficient uméry ¢ se nazyva mérnd tepelnd kapacita a ma vyznam mnozstvi tepla potfebného k ohrati
jednotkové hmotnosti o jednotkovy teplotni rozdil [J.kg'.K']. Neni to oviem obecné konstanta, jak se
vzdy ptredpokladalo v pocetnich piikladech, ale proménnd veli¢ina zavisejici na stavu latky a i na zpisobu
ohfevu :

c =cT,pV)



Proto je nutné pfejit k velmi malym — diferencidlnim veli¢inam, tj. vyjadfit nejprve mnozstvi tepla
potiebné k ohrati latky o diferencidlni teplotni rozdil :

dQ = c-m-dT

A teprve potom muZzeme vypocitat celkové teplo potfebné k ohievu latky z teploty 7 na teplotu 75,

obecné feceno pii n&jakém termodynamickém procesu ze stavu 1 (p;, V;, T;) do stavu 2 (py, V5, T5),
jako ,,soucet* téchto diferencialnich veli¢in — tj. integral :

2 T, T,
0 = _fdQ = Ic-m-dT = m- jc-dT
1 T, T,

Samoziejmé, v piipadé konstantni mérné tepelné kapacity musime dostat piivodni stiedoskolsky vztah :
T,

Q=cm- IdT =c-m-(T,-T;)
T

Podobn¢ jako ve stavové rovnici i pii vypoctu tepla se Casto (u plynil) pouziva misto hmotnosti veli¢ina
latkové mnoZstvi , pro kterou plati (viz kapitola ,,Idealni plyn®) :

m=v-M

mol

Pak bude mit vztah pro diferencialni teplo tvar :
dQ = c-m-dT = c-v-M,,; -dT = v-C-dT

Jde tedy principidlng o stejny vztah p¥imé timéry, ale sjinym koeficientem C, ktery se nyni nazyva
moldrni tepelnd kapacita [J.mol" K]

vvvvvv

kapaliny : pfi zvySovani teploty muze plyn zvétSovat svlj objem (roztaznost plynu) nebo tlak
(rozpinavost plynu) nebo obecné objem i tlak soucasné¢.

Jak poznate v kapitole nésledujici, pti zvétSovani svého objemu kond plyn mechanickou préci, na kterou
se pak méni ¢ast dodavaného tepla a ohfev plynu neni tolik ,,efektivni jako pii udrzovani konstantniho
objemu, tzn. na ohfev daného mnozstvi latky o jednotkovy teplotni interval se spotiebuje vétsi mnozstvi
tepla - molarni tepelnd kapacita bude tedy vetsi.

Definujeme proto dva mezni zpiisoby ohfivani plynu :

a) pii konstantnim objemu plynu, tj. pii izochorickém déji (roztaznost plynu podle zdkona Boyle-
Mariottova), kdy plyn nepracuje a veskeré dodané teplo se spotiebuje na jeho ohtev :

dQ = V'CV'dT

izochoricky ohiey

Potom molérni tepelnd kapacita pfi konstantnim objemu mé nejmens$i moznou hodnotu stejné jako
potiebné diferencialni teplo a také celkové potiebné (dodané) teplo pii izochorickém ohievu z teploty

T; nateplotu 75 :




b) pii konstantnim tlaku plynu, tj. pii izobarickém déji (rozpinavost plynu opét podle zakona Boyle-
Mariottova), kdy se ¢ast dodané tepelné energie méni na praci plynu. Rovnice pro teplo ma stejny tvar,
ale s jinou (v€tSi) molarni tepelnou kapacitou :

dQ = v-C,-dT

izobaricky ohiey

Je tedy vzdy :
Cp > CV

a molarni tepelna kapacita pfi konstantnim tlaku ma maximalni moznou hodnotu, stejn¢ jako dodané
diferencialni teplo i celkové dodané teplo pti izobarickém ohfevu z T na 715 :

T, T,
0= [do =v-[C,-dT
T, T,

Jak uvidime pozd¢ji, pro idealni plyn bude platit :

C

p = CV+R

Meyerity vztah

Pfi n&jakém obecném procesu, kdy by doslo k mensim objemovym zménam nez v piipadé b), by tedy
molarni tepelné kapacita i dodané teplo byly jist¢ mezi uvedenymi meznimi hodnotami.

Vidime, ze velikost dodaného tepla pii né¢jakém termodynamickém procesu zdvisi na zpusobu (druhu)
tohoto procesu.

Rizné termodynamické procesy pii ohievu plynu z teploty 7; na teplotu 7, — obecné pfi piechodu ze
stavu 1 (p;, V3, T}) do stavu 2 (p,, V>, T5) - je mozno znézornit jako riizné kiivky , napi. p(V) a
p’(V) spojujici oba stavy — viz obrazek.

1 2 0)

W



Odlisnd mnozstvi dodané tepelné energie pii téchto procesech zapiSeme matematicky :

2 2
[do = [dO
1 1
(p) (r')
A po ptfevodu pravého integralu na levou stranu (jako jsme to jiz délali u vnitini energie, tam se ovSem

jednalo o rovnici), dostaneme zasadni vysledek, a to Ze teplo prijaté latkou pii kruhovém
termodynamickém déji je vidy rizné od nuly :

{d0 = 0 = 0

Pro teplo dostavame tedy vztahy analogické jako u vnitini energie, ale s opaénymi vysledky.

Vsimnéme si jesté odlisnosti diferencialtl t&chto velicin : zatimco dU je skuteény diferencial funkce U,
v ptipadg tepla neexistuje funkce Q, kterou bychom mohli diferencovat. Pfesto vSak existuje nekone&né
mald veli¢ina piijatého tepla dQ, pro kterou mame exaktni vzorec — matematicky je to tzv. netiplny
diferencidl (Zasto se i odli$n& oznacuje —jako 00 ).

Pro procesni veli¢inu teplo (prijaté latkou — termodynamickou soustavou) tak miiZeme napsat ¢tyri
ekvivalentni tvrzeni :

O neni stavova velicina (je to procesni velicina)
)
dQ neni uplny diferencial (dQ je neuplny diferencial)
)
2 e s .
J‘ dQ # konst (teplo prijaté latkou zavisi na druhu
; ‘ procesu)

)

— ddo = 0 (teplo prijaté pri kruhovém déji je
¢ (j. ¢ vZdy rizné od nuly)

Poznamka: Z matematického hlediska mtze byt piijaté teplo kladné i zdporné — bude tim oznacen smér
pfenosu tepelné energie :

Q , dQ > 0 teplo prijaté latkou, odevzdané okolim

0,d0 < 0 teplo odevzdané latkou, ptijaté okolim




Prdce plynu

Dusledkem tlaku plynu je vznik sil plisobicich na vSechny plochy ohranicujici objem plynu (stény
nadoby), pficemz musi platit :

P = E definice tlaku

Rovnice je skalarni, tlakova sila F je vzdy kolma na plochu S, na kterou pisobi (to plati pro plyny i pro
kapaliny). Aby vsak tato sila konala néjakou praci, muselo by se jeji plisobisté, tj. plocha (stény plynu),
jeste pohybovat po n¢jaké draze.

Na obrazku je zndzornéna prakticka realizace této podminky — vélec s pohyblivym pistem :

(@)
A
vy
——— — =]
|
™y

Na plochu pistu S vyviji tlak plynu silu F podle horniho vztahu :

F=pS

Za stavu klidu — termodynamické rovnovahy — je tato sila vyrovnavana vnéj§imi silami. Ma-li ovSem
zacit n&jaky termodynamicky proces spojeny s praci plynu, musi se samoziejmé rovnovaha ponckud
narusit, aby se mohl pist dat do pohybu (smérem vpravo).

Je zfejmé, Ze pfitom se pivodni objem V plynu bude zvétSovat, a dojde tedy k poklesu tlaku a také sily
plisobici na pist. P¥i vypoctu prace tedy musime nejprve vypod&itat elementarni praci dA pii nekoneéné
malé draze — pti posunu pistu d! (viz obr., dréha i sila jsou rovnobé&zné) :

dA = F-dl
Dosadime za silu :
dAd = p-S-dl

Soucin plochy a elementarniho posunu je ale objem vysrafovany na obrazku, ktery predstavuje ptirtistek
(zménu) ptvodniho objemu J” plynu — matematicky to je diferenciél tohoto objemu :

S-dl = dV




Vztah pro elementarni praci tedy bude velmi jednoduchy :

dA = p-dV

elementdarni prace plynu

Tato ,,transformace® drahy pistu na zménu objemu plynu je velmi efektivni — jednak jsme vyjadiili préci
plynu pomoci jeho stavovych veliin a také se ,,automaticky* prozradi, kdo koné préci: pokud bude
diferencidl objemu zaporny, znamena to zmenseni objemu plynu, tedy pohyb pistu doleva a prace plynu

v

je zaporna — plyn ,,podléhd* préci, kterou konaji opac¢né vnéjsi sily z okoli.

Po stanoveni elementarni prace pak muzeme pokracovat vypoltem celkové prdce plynu pii néjakém
termodynamickém procesu ze stavu plynu 1 (p;, V;, 1)) do stavu 2 (p,, V>, T5), kterd bude dana
integralem :

2 2 V,
A= [d4d = [p-av = [p(V)-av
I I v,

V prubéhu tohoto procesu se tlak plynu obecné méni (byl by konstantni pouze ve zvlastnim ptipadé déje
izobarického), coZ je na p-V diagramu znazornéno kiivkou p(V) spojujici stav 1 a 2. Tato kiivka tedy
charakterizuje dany termodynamicky proces a protoze na$ integral ma v tomto grafu velikost rovnou
plosnému obsahu obrazce pod kiivkou, vidime jasné zavislost vykonané prace A na druhu procesu
(protoze pro n&jakou jinou kiivku p (V) - tj. pro jiny proces - bude i tento obsah jiny).

v A

#'(V)

Prace plynu je tedy jednoznacné procesni velic¢ina a matematické vztahy budou analogické_jako u plynem
piijatého tepla. Nejprve zapiSeme zavislost prace na integracni cest¢ :

2 2
[da = [d4
1 i

(p) (p')

Po pfevodu pravého integralu na levou stranu nas bude vznikly integral po uzaviené kiivce informovat, ze
prace vykonana plynem pii kruhovém déji je vzdy riizna od nuly :

cjdA:A;to



Diferencial dA4 také samozfejmé neni uplnym diferencialem (neexistuje funkce stavu A) a pro praci plynu
dostavame tedy opét znamou Ctvetici vztaht :

A neni stavova velicina (je to procesni velicina)
)
dA neni uplny diferencial (dA je neuplny diferencidal)
)
2 L o
J‘ dd = konst (vykonana prace zavisi na druhu
; ' procesu)

)

4 = 40’/1 # 0 (prace Vykvonanfi plfi kruhovém déji je
vzdy ruzna od nuly)

Poznamka: Také prace muze byt kladné i zaporna — jak jsme jiz diive konstatovali :

A,dA > 0 prace vykonani plynem

A,d4 < 0 prace vykonand okolim

1. véta termodynamiky

Definice tepelné energie jako pfijaté nebo odevzdané Césti energie vnitini nam také ukazuje jasny vztah
obou téchto veli¢in : PFijme-li (odevzda-li) plyn urcité mnozZstvi tepla, musi se to projevit vzristem
(poklesem) vniti'ni energie o stejnou hodnotu.

Stejnou jednoznacnou zévislost ovSem odhalime ve vztahu vnitini energie a prace termodynamické
soustavy (plynu) : Jedinym ,,zdrojem* sily, kterd posunuje pist ve valci a kona tak mechanickou praci jsou
narazy pohybujicich se molekul na tento pist. Pti kazdé takové srazce se (ptivodné nehybny) pist da do
pohybu (a koné praci) a naopak rychlost molekuly poklesne (podle zakona zachovani hybnosti), poklesne
tedy i jeji kinetickd energie.

Presné podle definice mechanické energie (zde kinetické) jako schopnosti vykonat praci se tak bude
kinetickd energie molekul plynu — tj. vnitini energie — preménovat na vykonanou praci stejné
velikosti.

Jestlize bude plyn konat zapornou préci, tj. skute€nou praci konaji sily okoli a pist se posunuje doleva,
bude tento pohyb ,,proti* nalétdvajicim molekuldm zvySovat jejich rychlost, tj. zvySovat vnitini energii
plynu.

Celkem tedy mizeme konstatovat, ze teplo doddvané plynu zvySuje jeho vnitini energii a prdace plynem
konand ji o stejnou hodnotu sniZuje :




dU = dQ - dA

L.véta termodynamiky (diferenciélni tvar)

Odvodili jsme tak zakladni zdkon termodynamiky (v diferencidlnim tvaru), tzv. L.vétu termodynamiky ,
ktera neznamena nic jiného nez zdakon zachovdni energie termodynamické soustavy (plynu).

Nezapomerite, Ze u vSech veli€in pfipousStime kladné i zadporné hodnoty, coz u zmény vnitini energie
znamena jen to, zda jde o jeji zvySeni nebo snizeni, ptiriistek nebo Ubytek, ale u tepla a prace to vSak
znamena smér ,,toku, ptfenosu‘ ptislusné formy energie (viz obrazek —tzv. konvence tepelného stroje).

dh <0 dQ >0

termodyn. soustava

dhz0

A >0 a8 <0

Matematiky diferencialni tvar 1. véty mizeme samoziejmé integrovat pro libovolny termodynamicky
proces probihajici ze stavu 1 do stavu 2 :

2 2 2
[du = [dQ - [da
1 1 1

A dostaneme vztah celkové zmény vnitini energie pii tomto procesu a celkového dodané¢ho tepla a
celkové vykonané prace :

AU = 0-4

1.véta termodynamiky (integralni tvar)

Principialn¢ jde ovSem o stejnou zavislost, kterd nyni nepopisuje malé diferencialni veliCiny, ale cely
termodynamicky proces. U obou tvart 1.véta termodynamiky si mtizeme uvédomit, ze prace s opaénym
znaménkem, tj. —A (-dA) je prace vnéjsich sil a pak slovni formulace mize znit :

ZvySeni vnitini energie termodynamické soustavy je tvoieno souctem dodaného tepla a prace vykonané
vnéjSimi silami (okolim termodynamické soustavy).

Z matematického hlediska muze byt na levé strané rovnice také dodané teplo a dostaneme tak
ekvivalentni tvar 1.véty :

O =AU+ 4
dQ = dU +dA

ktery lze také velmi hezky vyjadiit : Teplo dodané plynu (termodynamické soustavé) se spotiebuje na
ZvySeni jeho vnitini energie a na kondni prdace plynem.

vvvvvv




A=0-4U
dAd = dQ - dU
protoze nam tika, ze plyn miiZe konat prdaci bud’ pifeménou z dodaného tepla, nebo na uikor své vnitini

energie.
Nebo strucnéji a obecnéji :

Praci je mozno konat pouze preménou z jinych forem energie.

Tuto véticku se snazili popfit desitky urputnych vynalezch 19.stoleti, aby samoziejmé nakonec
rezignovaly : Nelze sestrojit ,,perpetum mobile“ (1.druhu), stroj vécné pracujici, ktery by konal

mechanickou praci a nespotfebovaval pfitom ekvivalentni mnozstvi néjaké jiné energie.

(konec kapitoly) K. Rusiak, verze 01/2005



Tepelné stroje a 2. véta termodynamiky

Vzorec pro praci plynu a 1.véta termodynamiky jasn€ ukazuji moznost konstrukce tzv. tepelného stroje ,
ktery by vyuzival dodavané tepelné energie ke kondni mechanické préce.

Prace stroje je obecné chdpdna ne jako jednordzovy akt, ale jako (libovolné€) dlouho trvajici spojity
proces, sloZeny z urcitych, pravidelné se opakujicich (pracovnich a pomocnych) déji — tzv. periodicky
(cyklicky) pracujici stroj .

Jestlize takovy tepelny stroj pracuje s n€jakou plynovou ndplni, pak pozadavek opakujicich se,
periodickych termodynamickych procesti vede k tomu, Ze po urcité dobé — periodé opakovéani — se plyn
musi nutné dostat do stejného stavu — tzn. Ze kiivka takového procesu (napf. v p-V diagramu) musi byt
uzaviend.

Periodicky pracujici tepelny stroj vyuziva pii své ¢innosti uzavieny (kruhovy)
termodynamicky proces (cyklus).

Tato podminka ndm velmi zjednodusi aplikaci 1.véty termodynamiky, nebot pouZijeme-li jeji
diferencidlni tvar :

dA = dQ—-dU
a integrujeme-li ho pfes uzavienou integracni cestu :
fdA = §dQ-§du

Pak posledni vyraz bude nulovy (stavova veli¢ina) a dostdvame :

A = Q vykonand prdce a dodané teplo pii kruhovém procesu

Préace vykonand plynem pti kruhovém termodynamickém procesu se tak ptimo rovnd dodanému teplu.

Zddlo se, Ze tento vztah otevird nadéjnou moznost praktické konstrukce tepelného stroje, pracujiciho na
zdklad¢ kruhového déje, fadn¢ podle zdkona zachovani energie (zadné perpetuum mobile), s iZasnou
100% - ni dinnosti premény dodaného tepla na mechanickou préci.

O to vétsi bylo zklamani tviirct prvnich parnich stroji, jejichz vyuZziti tepelné energie dosahovalo pouze
nepatrné Casti této hodnoty a zdsadni zvySeni UCinnosti nepfindSelo ani dal$i zdokonalovani konstrukce
stroju.

,INéco podivného* stile branilo dokonalé pfeméné tepelné energie na mechanickou préci a dalsi vyvoj
ukdzal, Ze jde o prekdzky velmi principidlni a Ze tepelny stroj s ucinnosti 100% je stejn¢ neredlny jako
stroj, ktery by konal préci ,,z niceho* — tj. odporoval by zdkonu zachovéni energie (perpetuum mobile).

Jadro problému bylo v tom, Ze 1.véta termodynamiky — zdkon zachovani energie — se ukdzala byt pouze
nutnou podminkou existence (realizace) termodynamickych procesti, nikoliv vS§ak podminkou postacujici,
nebot’ 1ze popsat velké mnozstvi procesi splitujicich tento zakon, které vSak nikdy redln¢ neprobéhnou.

Typickymi ,,nikdy neprobihajicimi procesy* jsou neexistujici zpétné déje nevratnych procesti, které jsme
poznali v minulé kapitole. Mezi vSemi moznymi nevratnymi d€ji se pak povaZuje za principidlné
nejvyznamnéjsi skupina samovolnych (prirozenych) procesit , které béhem kone¢né relaxani doby
piivedou kazdou izolovanou nerovnovaznou soustavu do stavu termodynamické rovnovahy :




1) Prechod tepla 7 télesa teplejsiho na téleso chladnéjsi.
2) Expanze plynu do mista niZstho tlaku (do vakua).
3) Difiize plynu.

4) Pireména mechanické energie makroskopickych téles na teplo.

Vsechny tyto déje jsou zpusobeny ¢i spojeny s .tepelnym‘ pohybem c¢dstic hmoty, proto byl proces

vvvvvv

pfechodu tepla omezuje ucinnost prace tepelného stroje.

Proto fyzikové v poloviné 19.stoleti usilovné hledali kritéria, kterymi by doplnili 1.vétu termodynamiky,
a upfesnili tak podminky realizace termodynamickych procesii — tak vznikla 2.véta termodynamiky.

2.véta termodynamiky existuje v nékolika variantich (které se od sebe jeSt¢ mohou liSit v riiznych
ucebnicich) — od formulace ,technické® tykajici se Cinnosti tepelného stroje aZz po formulaci velmi
teoretickou :

1) Neni mozZno sestrojit periodicky pracujici stroj, ktery by nezpiisoboval nic jiného, nez Ze by
ochlazoval tepelnou ldazeri a konal rovnocennou prdci. (William Thomson = lord Kelvin — 1851,
Max Planck)

2) Neni moZno sestrojit perpetum mobile druhého druhu. (Friedrich Wilhelm Ostwald)

3) Teplo nemiiZe samovolné piechdzet ze studenéjsiho télesa na teplejsi. (Rudolf Julius Emanuel
Clausius - 1850)

4) V kazdém libovolném okoli libovolného pocdtecniho stavu termicky homogenniho systému
existuji stavy, k nimZ se neni mozZno libovolné piibliZit adiabatickou zménou stavovych
parametri. (Constantin Carathéodory, fecky matematik - 1909)

Neexistujici tepelny stroj, ktery by dokonale preméiioval tepelnou energii na prdci, je tedy nazvin
perpetum mobile druhého druhu
(perpetum mobile prvniho druhu je neexistujici stroj, ktery ,,nedodrzuje* zdkon zachovéni energie)

Souvislost takového stroje se smérem piechodu tepelné energie dobie pozname, jestlize prostudujeme
¢innost idedlniho ,,vzorového* tepelného stroje, pracujiciho na principu Carnotova vratného kruhového
déje (cyklu), ktery je sestaven ze Ctyt jednoduchych vratnych procest idedlniho plynu (viz obrazek).
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PopiSme nyni podrobné jednotlivé ,,vétve* tohoto cyklu, podminky jejich realizace a vzajemnou pfeménu
energii (viz také minula kapitola) :
1. Izotermicka expanze

Pti teploté T; = konst. dochézi k izotermické expanzi plynu ze stavu 1 (p;,V1,T;) do stavu 2 (p,,Vy,T))
podle stavové rovnice :

pr-Vi = pyV;

Podminkou realizace tohoto izotermického procesu, kterd zaruci jeho konstantni teplotu, je dokonaly
tepelny styk plynu se zdrojem tepla, tzv. ohfivadem :

Konstantni teplota pak znamend, Ze se neméni vnitini energie plynu a podle 1.véty se tedy dodané teplo
piimo preménuje na prici stejné velikosti :

dA = dQ—dU = dQ

Potom celkova prace vykonand plynem a teplo dodané plynu pfi celé expanzi bude (viz minuld kapitola) :

2 Vs
= Q] = Ipdv = VRT] d—V = VRT]an—2 > (0
7 1% V

Vv, 1

2. Adiabaticka expanze

Adiabaticka expanze plynu ze stavu 2 (p,V2,T1) do stavu 3 (ps3,V3,T2) probihd podle stavové rovnice :

p2-Vy = p3-Vy

Tento proces musi probihat pii dokonalé tepelné izolaci , kterd zaru¢i nulovou vyménu tepla s okolim :

744 / [7

7 a4 <o — 4A
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Plyn tedy kona praci pouze na ukor své vnitini energie :




dA = d0—-dU = —dU

Celkova vykonand priace plynem se potom projevi snizenim vnitini energie plynu, tj. poklesem teploty
plynuzT;naT;:

T,
Ay = —AU = [-v-Cy-dT = -v-Cy-(I,-T;) >0
T;

3. Izotermicka komprese

Pti teploté T, = konst. dochdzi k izotermické kompresi plynu ze stavu 3 (p3,V3, T2) do stavu 4 (p4,V4,T2)
podle stavové rovnice :

p3-V3 = ps-Vy

Konstantni teplotu plynu musi opét zarucit dokonaly tepelny styk s jimacem tepla, tzv. chladiem :
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Konstantni teplota plynu opét znamend, Ze vnitini energie plynu se neméni a podle 1.véty se opét price
plynu rovnd dodanému teplu :

dA = dQ—-dU = dQ

Obé tyto veliCiny jsou ovSem nyni — pfi stlaCovéani plynu — zdporné. Préici tedy konaji vnéjsi sily a je
,doddvana* do plynu a zdporné teplo znamend, Ze tepelna energie je plynu odebirdna a ptechdzi z plynu
do okoli — do chladice.

Pti celé kompresi vykonand prace a dodané teplo budou :

4 Vy
V.
A; = Q) = [p-dV =Vv-R-T,- d7v = v-R-Tz-an—" <0
3 V5 3

(Dodané teplo je oznaceno v pofadi jako druhé v Carnotoveé cyklu, rovnéz pii druhé teploté)

4. Adiabaticka komprese

Adiabatickd komprese plynu ze stavu 4 (ps4,V4,T2) do pocate¢niho stavu 1 (p;,V1,T1) probiha podle
stavové rovnice :



ps-Vy = p V[

Plyn je opét dokonale tepelné izolovan od okoli :

Matematicky zapis pro vykonanou préici podle 1.véty je stejny jako pii adiabatické expanzi :
dA = dQ—-dU = —-dU

Nyni je ovSem price plynu zdpornd, protoze pii kompresi ji konaji vnéjsi sily — préice je ,.dodavédna* do
plynu a za celou kompresi se projevi zvySenim vnitini energie a zvySenim teploty z 7> na pavodni
hodnotu 77 :

Vykonand préce pti adiabatické kompresi je tedy pfesné opacnd nez pii expanzi — zvySeni vnitini energie
je tak pfesné stejné, jako bylo jeji sniZzeni a celkovd zména vnitfni energie je nulovd, jako u kazdého
kruhového termodynamického procesu.

Plyn se navratil do poc¢atecniho stavu, kiivka déje se uzavicela a prace tepelného stroje miize dale
pokracovat libovolnym poctem opakovani tohoto cyklu.

Nyni provedeme celkovou bilanci energii :

a) Celkem nezajimavy je pohled na vnitini energii plynu, kterd z piivodni hodnoty odpovidajici po¢ate¢ni
teploté :

U ;] =V CV : T]

poklesla pfi adiabatické expanzi na hodnotu :

U 2 =V CV : T2

A pfi adiabatické kompresi do pocdtecniho stavu plynu se vnitini energie opét vrdtila na pivodni

hodnotu, jak se slusi na stavovou veli¢inu.

b) Celkovou préci plynem vykonanou pfi celém kruhovém Carnotové cyklu dostaneme jako soudet viech
dil¢ich praci :




A=AI+A2+A3+A4=

= V-R-T]-ln“;—z —v-Cy-(T,-T;) + V-R-Tz-ln“;—4 —v-Cy-(T)-T)
1 3

Préce pfti adiabatickych d¢jich (A,, A4) se vyrusi, potom :

A= A+A; = VeR-T, - n24v.R-Ty-In
Vi V3

K tdpravé tohoto vztahu pouzijeme stavové rovnice jednotlivych déji Carnotova cyklu :

p;-Vi = p2Va

p2-Vs = p3- Vs

p3-V3 = py-Vy

psVi = pi V)

Vsechny rovnice vyndsobime :

p1-Vi-p2Vs p3V3opyVi = py-Vorp3 Vs opyVypr V[

Po vykraceni vSech tlakii vydélime rovnici sou¢inem vSech objemii (V;.V,.V3.V,), a dostaneme tak :
(Vy V) = vy
Po odstranéni exponentii miiZeme stanovit pomer objem :

Vo V1

Vi W

ktery dosadime do vztahu pro celkovou préci :

V
A= V-R-Tl-lnv—2+V-R-T2-ln—4 = V-R-an—Z-(T]—Tz)
Vi V3 Vi

) Celkové teplo dodané plynu pii Carnotové cyklu se sklddd pouze ze dvou Elend — dodanych tepel pii
izotermickych déjich, nebot’ pti adiabatickych procesech k tepelnym vyméndm nedochdzi :

Q0 =0/+0;

Pii vypoctu uplatnime rovnost tepla a prace pifi izotermickém dé&ji a pak muZeme pouzit vysledek
ptedchozi rovnice :



Q=0+ 0y =4 +A; =
= v-l'e-T]-an—2 + v-R-TZ-an—4 = v-R-an—2-(T1—T2) = A
Vi V3 Vi

Na konkrétnim kruhovém termodynamickém dé&ji jsme si tak ovéfili obecné platny vztah pro kruhové
cykly o rovnosti celkové vykonané prace a celkového pfijatého tepla :

0=A

V ¢em ale potom spociva onen problém nedokonalé premény dodaného tepla na praci?

Préace vykonand tepelnym strojem se sice rovna celkovému piijatému teplu :
A=0=0+0;

Ale toto celkové teplo je slozeno ze dvou &asti (Q;, O>) a pouze prvné uvedené Q; je kladné, neboli je to

teplo skutecné piijaté strojem z tepelného zdroje o teploté T; — z ohiivace (kde se vytvaii tepelnd
energie, napt. spalovanim paliva nebo pfeménou z jiné energie).

Druh4 ¢ast celkového tepla O, je zdpornd, tedy je to teplo odevzdané strojem do chladice, pro vyuZziti

strojem — pfeménu na préci — je to ovSem energie ,.ztracend*.
NapiSeme-li skutecné pfijaté teplo na jednu stranu rovnice :

O = A-0,

vidime ndzorné, jak stroj s touto dodanou energii nalozil : pfeménil ji sice na mechanickou préci, ale
urcitou ¢ast dodaného tepla odevzdal ,,bez uzitku* do chladice (viz obrazek).

ohrivac

I, 27

Q,
T, 722227

chladi¢

Je zfejmé, Ze pro dokonalou pfeménu dodaného tepla na mechanickou préci by teplo vydané chladici
mélo byt nulové, tj. tepelny stroj by m¢l pouze odebirat teplo z ohfivace a nemél by zadné teplo vydavat,

nepotieboval by pak spoluptsobeni télesa nizsi teploty — chladice (o této moznosti mluvi prvni formulace
2.véty).




Ukazalo se vSak, Ze z podminky uzavienosti pracovniho cyklu (+ samoziejmé energeticky zisk) vyplyva
nutnost, aby plyn vzdy ¢dst dodaného tepla odevzdal do okoli (viz Clausitv integrdl v dalsi otdzce) —
ptitom je nutné spoluptisobeni télesa nizsi teploty, tj. chladice.

Dokonalé premény tepla v praci by samoziejmé bylo dosaZeno, kdyby teplo ztracené v chladi¢i mohlo
samovoln¢ pfejit do ohfivace, a tak by se vratilo do pracovniho cyklu. To by ovSem vyzadovalo ptechod
tepla z télesa chladnéjsiho na teplejsi (a o tomto ,,nesmyslu* hovoii dalsi formulace 2.véty).

Tepelny stroj tedy nebude nikdy dokonale pieménovat tepelnou energii na mechanickou praci a
bude vzdy vyzZadovat existenci (minimalné) dvou spolupiisobicich téles — ohiivace vyssi teploty a
chladice nizsi teploty.

Teoretickd tcinnost tepelného stroje je pak definovdna v souladu s béZnym chidpdnim jako pomér strojem
vydéavané energie — celkové mechanické prace (neuvazuji se ztraty) — a energie stroji dodavané ve formeé
tepla :

A

n = Q tdinnost tepelného stroje
1

Pro Carnotiiv cyklus dosadime ziskané vyrazy pro celkovou praci a teplo skutecné piijaté od ohiivace :

V-R-anZ-(T]—TZ)

n=-—= Vi
B B %
0 V-R-T;- In—2
Vi
a dostaneme tak zndmy vztah :
_ I -1
n = T ucinnost vratného Carnotova cyklu
1

Je vidét, Ze ucinnost je vZzdy mensi nez 100% a Ze je ddna pouze teplotami ohiivace a chladice a viibec
nezdvisi na druhu plynu, ani na detailnim pritbéhu Carnotova cyklu (na délce jeho jednotlivych vétvi).

Dalsi rozbory ukazuji (viz pozndmku za Carnotovou vétou a Clausitiv integrdl pro vratné cykly v piisti
kapitole), ze vratny Carnottiv cyklus ma ze vSech moznych vratnych kruhovych procesti nejvyssi moznou
ucinnost.

Podminka vratnosti je dalezitd, nevratné déje v pracovnich cyklech tepelnych stroji vzdy snizuji jejich
ucinnost (staci si predstavit nevratnou expanzi plynu, napf. pii velmi rychlém pohybu pistu - plyn nestaci
expandovat a tlak na pist bude mensi nez v rovnovdzném stavu a zmensi se tedy 1 vykonand prace).




Prednosti Carnotova cyklu shrnuje Carnotova véta :

Ucinnost vSech vratnych Carnotovych cyklii (pracujicich se stejnymi teplotami) je stejnd a zdvisi pouze
na téchto teplotdch :

A T,-T,

0; T;

A ucinnost libovolného uzavieného nevratného cyklu pracujiciho s tymiZ teplotami je vidy mensi :

A _Ty-T
O; T;

77:

Pozn. :  Carnotovu vétu je mozno jesté doplnit zhodnocenim dcinnosti libovolného uzavieného vratného
cyklu , ktery by pracoval také se stejnymi dvéma teplotami, ale lisil by se od Carnotova cyklu —
mohl by byt vytvofen napiiklad kombinaci libovolného poctu zndmych vratnych (izo)déju,
nebo v principu jakoukoliv uzavienou kiivkou kvazistatického déje v p-V diagramu.
(Jednoduchy piiklad dostaneme, kdyZ dv¢ izotermy spojime ne dvéma adiabatami, ale se dvéma
izochorami.)

Zakladni odliSnost obecnych uzavienych vratnych cykld od cyklu Carnotova tkvi v tom, Ze
zatimco realizace Carnotova kruhového déje vyZzaduje pouze jeden ohtivac teploty T; a jeden
chladi¢ teploty T, , pak pro vytvofeni libovolného jiného dé&je potiebujeme dalSi tepelné
rezervoary — tedy dalsi chladi¢e a ohtivace, nutné pro realizaci neadiabatickych procesti - Casto
specidlnich vlastnosti (napfiklad pozadujeme tepelné rezervoary s pomalu se ménici teplotou,
abychom zajistili izochoricky kvazistaticky ohtev a ochlazeni plynu).

Pracovni teplota plynu je tedy obecné spojité proménna veli¢ina. Tyto vratné obecné cykly
vlastn¢ nepracuji ,,se dvéma* teplotami T, a T, , ale ,mezi* teplotou maximalni (T; ) a
minimalni (T,) .

Pro kvalifikovany odhad pak staci uvazit, ze jakykoliv dalSi ohfiva¢ znamena dalsi teplo dodané
plynu (pfi stejné vykonané praci, viz také T-S diagram v dalsi kapitole) a tedy niZSi ucinnost
cyklu. Pfesny dikaz je moZno provést pomoci Clausiova integrdlu pro vratné cykly — opét v
pristi kapitole.

konec kapitoly K. Rusnak, verze 01/2005
cast. rev. 04/2007



Druha véta termodynamiky a jeji matematické vyjadieni

Piipomerime si nejprve znalosti z minulé kapitoly ,,Tepelné stroje a vznik 2.véty termodynamiky‘

Jakykoliv termodynamicky proces musi sice vzdy splhovat zdkon zachovédni energie — 1. vétu

termodynamiky - ale tento zdkon se ukazuje pouze jako nutnad podminka existence (realizace)

termodynamického procesu, neni vS§ak podminkou postacujici - nebot’ Ize najit velké mnozZstvi procest

splijicich 1. vétu, které nikdy redln€ neprobéhnou (zpétné déje nevratnych procesi).

Proto vznikla 2.véta termodynamiky, kterd dopliuje 1.v€tu v tomto smyslu, Ze upfesnuje podminky
realizace termodynamickych déja.

Seznamili jsme se jiz také s n¢kolika variantami slovni formulace této 2.véty — od formulace ,,technické*
(popisujici schopnost tepelného stroje vykondvat praci preménou z dodaného tepla) az po formulaci velmi

,teoretickou (vzniklou pozdéji) :

1) Neni mozZno sestrojit periodicky pracujici stroj, ktery by nezpiisoboval nic jiného, ne? Ze by
ochlazoval tepelnou ldzeri a konal rovnocennou prdci. (William Thomson = lord Kelvin — 1851,
Max Planck)

2) Neni moZno sestrojit perpetum mobile druhého druhu. (Friedrich Wilhelm Ostwald)

3) Teplo nemiiZe samovolné piechdzet ze studenéjsiho télesa na teplejsi. (Rudolf Julius Emanuel
Clausius - 1850)

4) V kaidém libovolném okoli libovolného pocdtecniho stavu termicky homogenniho systému
existuji stavy, k nimZ se neni mozZno libovolné piibliZit adiabatickou zménou stavovych

parametru. (Constantin Carathéodory, irecky matematik - 1909)

Pti studiu Carnotova vratného cyklu jsme pak detailn¢ poznali, Ze problém nedokonalé premény
dodaného tepla na prici spocivd v tom, Ze prace vykonand tepelnym strojem se sice (podle 1. véty) rovna

celkovému pftijatému teplu :
A=0=0+0;

ale toto celkové teplo je sloZzeno ze dvou Césti a pouze prvné uvedené (; je kladné, neboli je to teplo

s s

skuteéné prijaté strojem z tepelného zdroje o teploté T; — z ohfivace (kde se vytvéii tepelnd energie,

napf. spalovanim paliva nebo pfeménou z jiné energie) a druhé teplo O, je zaporné - je to teplo
odevzdané strojem do chladiCe teploty 75 - pro vyuZiti strojem, tedy pfeménu na préci - je to ovSem teplo

,,Ztracené®.



NapiSeme-li skute¢né pfijaté teplo na jednu stranu rovnice :
Qr = A-0Q;
vidime ndzornég, jak stroj s dodanou energii nalozil : pfeménil ji sice na mechanickou préci, ale urCitou

cast tepla odevzdal ,,bez uzitku* do chladice (viz obrazek).

ohrivac

T 2
chladic

Je ziejmé, Ze pro dokonalou pfeménu dodaného tepla na mechanickou praci by teplo vydané do chladice

melo byt nulové, tj. tepelny stroj by m¢l pouze odebirat teplo z ohfivace a nemél by zadné teplo vydavat,

Vv,

nepotieboval by pak spoluptisobeni télesa nizs$i teploty — chladice (o této nemoznosti mluvi prvni
formulace 2.véty).

Dokonalé pfemény tepla v prici by samoziejmé bylo také dosaZeno, kdyby teplo ztracené v chladici

mohlo samovolné¢ pfejit do ohiivace, a tak by se vratilo do pracovniho cyklu. To by ov§em vyZadovalo

prechod tepla z télesa chladnéjsiho na teplejsi (a o tomto ,,nesmyslu® hovoti dal$i formulace 2.véty).
Tepelny stroj tedy nebude nikdy dokonale pfeménovat tepelnou energii na mechanickou praci a
bude vzdy vyzadovat existenci (minimalné) dvou spolupusobicich téles — ohiivace vyssi teploty a

chladice nizsi teploty.

Teoretickou ucinnost tepelného stroje jsme pak definovali jako pomér strojem vyddvané energie —

celkové mechanické prace (neuvazuji se ztraty) — a energie stroji doddvané ve forme tepla :

A
n = Q ucinnost tepelného stroje
1




Podle Carnotovy véty pak plati :

A 1, -1,
n = = udinnost vratného Carnotova cyklu
0y T,
A 1, -1,
n = < tcdinnost nevratného cyklu
0y T,

Nyni pokrocime ddle a ukdZeme, Ze 7 podminky uzavienosti pracovniho cyklu vyplyvd nutnost, aby

evv,

plyn vZdy cdst dodaného tepla odevzdal do okoli — pFitom je nutné spolupiisobeni télesa niZsi teploty, tj.

chladice :

Provedeme nasledujici matematické dpravy : pouzijeme vztah pro celkovou praci v Carnotove cyklu :
A=0/+0;
a dosadime jej do prvni rovnice v rdmecku :
0+0, _ T;-T
Qs T;
Vynasobime jmenovateli obou zlomk :
T-(Q+0;) = Q- (T, -T>)
Tp-Qr+T 0y = Q1T -0, 1)

Prvni ¢leny obou stran se vyrusi. Rovnici nakonec délime sou¢inem obou teplot a oba vzniklé ¢leny dame

na levou stranu :

& + & — 0
I, I
Vznikl zajimavy vztah se dvéma Cleny, které se vztahuji ke dvéma (izotermickym) procesiim v Carnotove

cyklu, ve kterych je plynem ptijimédno teplo - a vZdy se jednd o podil vratné pfijatého tepla a teploty, pfi

které bylo teplo pfijimano (v technické termomechanice se nazyvaji redukovana tepla). Teploty jsou

samoziejm¢ vzdy kladné, ale druhé teplo je zdporné, proto je dosaZeno nulové pravé strany.

Pozn. : Kupravé druhého vychoziho vztahu — nerovnosti pro nevratné cykly — lze pouZzit stejny

matematicky postup a vznikla by opét nerovnost :

&4_& < 0
; T



Ziskany vztah nyni zobecnime ptedstavou n¢jakého vratného pracovniho cyklu, ve kterém by se plynu

prredavalo teplo ve vice izotermickych procesech spojenych adiabatami (takovy mys$leny stroj by m¢l

vice ohfivacl a chladic¢i) - pak by zfejmé platilo (miZeme pouZit pismeno A na oznaceni jednotlivych
¢asti celkového dodaného tepla) :

A0, 40, (A0, _
r;, 1, I3

Zapséano struén€ji pomoci matematické sumy :

40
> P =g
Ty
A tento tvar ndm dobfe pomuZze pii zdvérecné ivaze :

V nejobecnéjsim piipadé by libovolny vratny pracovni cyklus nemél zadné izotermické Casti a teplo

by se plynu dodédvalo spojité pii proménlivé teploté (viz obr.).

AQ, AQ, AQ,
AQ,

aQ

Pak pouzijeme ptedstavu, Ze uzavienou kiivku pracovniho procesu rozdélime na velky pocet (N) malych

useki , na kterych mizeme povazovat teplotu plynu za pfiblizné konstantni a pro vratné dodand tepla na

téchto usecich bude ztejmé opét platit analogickd rovnice :

A
Z Qk — 0
Ty
cyklu - z celé obecné ktivky tak vznikne N/2 Carnotovych cykld a rovnice pro jejich dodana tepla se

seCtou vSechny dohromady).

Vratné dodand tepla na malych tsecich jsou také velmi mald - v limité nekonecné malych tsekt jsou pak

tato tepla diferencidln¢ malé - a suma ptejde na integrdl (po uzaviené integracni cest¢) :




Clausiny integrdl pro uzaviené vratné cykly

Pozn . : 1kdyZ jsme v naSich uvahéch vysli z vratného Carnotova cyklu, dospéli jsme k obecnému vztahu

platnému pro libovolny uzavieny vratny cyklus. Vratny Carnotlv cyklus se od jinych vratnych

uzavienych cyklid sice odliSuje svoji vyssi ucinnosti, ale hodnota Clausiova integralu je pro né

pro vSechny stejnd - rovnad nule.

V ptipadé nevratnych cykli zastdvd ovSem stdle v platnosti vychozi nerovnost a vznikne proto také

nerovnice :

§d7Q<0

Clausiny integrdl pro nevratné cykly

Spojime-li oba vztahy dohromady, dostaneme obecnou charakteristiku jakéhokoliv pracovniho

uzavieného d¢je, kterd se povazuje za matematicky tvar 2.véty termodynamiky, :

dQ
§7s0

matematické vyjadieni 2.véty termodynamiky

Tento vztah totiz exaktné¢ zdivodnuje nemoznost dokonalé premény dodaného tepla na praci :

a) Protoze absolutni teplota plynu je vzdy kladna, pak pro vytvofeni nulové vysledné hodnoty integralu

nemohou byt vSechna tepla dQ kladna (tj. skute¢né pfijatd), ale musi vZdy existovat také tepla

dQ zaporna - tedy plynem bez pracovniho uZitku odevzdana do okoli (do chladice).

b) V piipadé zaporné hodnoty Clausiova integrélu (tedy pro nevratné cykly) pak zaporna tepla dQ

maji vyssi podil — plyn tedy béhem cyklu odevzda vice tepla, vykonana price se proto zmensi, a tim

se zmensi i Géinnost tohoto nevratného pracovniho cyklu (Carnotova véta).

Plynu dodané teplo se tedy nikdy nemiiZe stoprocentné pireménit na praci —

perpetum mobile 2. druhu neexistuje.




Pomoci Clausiova integrdlu také lehce dokdzeme, Ze vratny Carnotiiv cyklus md ze vSech moznych

vratnych uzavienych cykli nejvyssi i¢innost :

Predpoklddejme tedy néjaky obecny vratny uzavieny proces probihajici mezi teplotami T; a T, - tzn.
jehoZ pracovni teplota se muze libovolné spojité menit mezi maximélni hodnotou T; a minimdlni
hodnotou T .

Celkové teplo skuteéné predané plynu (tj. kladné hodnoty) miZeme vypocitat integraci po té casti
(¢4stech) cyklu — oznaéime ji indexem I —na které je dQ > 0

Q) = L dQ

Celkové teplo, které plyn odevzda do okoli, pak bude zase vypocitano integralem po (zbyl€) ¢asti cyklu —

oznaéime ji indexem 2 —na které je dQ < O :

- Jz dQ

Potom rozdélime Clausitiv integral (rovnajici se nule) také na dva integraly po uvedenych ¢astech cyklu

la?2:

0 0 0
§7:JJ?+JZ7=O

Tedy pro vSechny vratné uzavirené cykly plati :

dQ dQ
j]? i Jz_ -

Diferencidlni tepla v integralech pak miZeme nahradit celkovymi teply podle ndsledujici ivahy : Protoze

T; je maximdlni mozna teplota, pii které se v cyklu dodava plynu teplo, musi platit nerovnost :
J dao Q]
J >

A analogicky - protoZze T, je minimdlni moznd teplota, pii které v cyklu plyn odevzdiva teplo do okoli,

bude platit nerovnost (jsou to zaporné vyrazy) :

J a0 Q2
5 >
Proto po dosazeni téchto vztahti dostaneme :

9



A nyni si uz jen pfedstavme stejné dpravy, jaké jsme dé€lali na zacatku této kapitoly, ale v obrdceném

potadi — vysledkem bude vztah pro Gc¢innost :

n = A _0+0 T;-1
0y 0y T;

Dokaézali jsme tedy jednoznacné, Ze :

Carnotiiv vratny cyklus ma ze vSech moZnych vratnych uzavienych cyklu

nejvyssi moznou ucinnost .

V nasledujici kapitole pak bude ukdzdno, Ze s pomoci nové stavové veliciny entropie je moZno
Jormulovat onu dodatecnou podminku realizace termodynamického déje — tedy 2. vétu termodynamiky

— bez toho, aniZ bychom ji museli spojovat s pracovnim cyklem tepelnych stroju :

Nevratné ptirozené tepelné procesy probihajici v izolovanych soustavach (pfenos tepla z latek teplejsich
na latky chladnéjsi, rozpinani plynu dok mist niZsiho tlaku,...). jsou totiZ spojeny s neustdlym ristem
entropie - a neexistujici zpctné sméry téchto d&jii by tedy musel charakterizovat jeji pokles.

Rist néjaké veliciny 1ze jednoduse matematicky Ize vyjadiit nerovnosti :

as > 0

A proto mizeme konstatovat :

Princip ristu entropie v izolované soustavé je nejobecnéjsi

matematickou formulaci 2.véty termodynamiky.

Uvazime-li jesté, Ze pti vratnych adiabatickych procesech se entropie neméni (pfirtistek entropie je

nulovy), pak libovolné procesy v izolované soustave - vratné i nevratné - jsou charakterizovany vztahem :

ds =2 0

princip rustu entropie v izolované soustavé, matematicky tvar 2.véty

V izolované soustavé tedy probihaji pouze takové procesy, pifi nichZ entropie soustavy vzristd nebo
zUstdva nezménéna.

Druhd moznost (konstantni entropie) se vztahuje k vratnym procesiim, které — jak vime — souviseji
s rovnovdznymi stavy termodynamické soustavy. Pfipomefime si jeSt¢ znalosti o nevratnych pfirozenych

procesech v izolované soustaveé — Ze tyto procesy piivadéji soustavu praveé do rovnovazného stavu.

7



Je tedy ziejmé, Ze entropie izolované soustavy vzrista za souc¢asného pfiblizovéani k rovnovaznému stavu

a pii jeho dosaZeni se uz ddle neméni, coZ znamenad, Ze dosahla svého maxima.

Dostali jsme se tak k dal$imu dtleZitému poznatku :

V termodynamické rovnovaze je entropie izolované soustavy maximalni.

Princip ristu entropie je nejjednodussim matematickym vyjadienim 2.véty termodynamiky, neposkytuje
vsak blizsi vysvétleni, pro¢ vlastné tento zakon plati. Teprve Ludwig Boltzmann na zdklad¢ kinetické

teorie 2.vétu objasnil a ukazal, Ze je vlastné statistickym zakonem - to znamend, Ze plati jen pro

soubory s velmi mnoha ¢asticemi, na které 1ze aplikovat matematickou statistiku - na rozdil od 1.véty

termodynamiky - kterd je obecnym, univerzalnim zakonem .

o Pvd

Na ctytéasticovém plynu budeme v pfisSti kapitole demonstrovat, Ze stav termodynamické rovnovahy
izolované soustavy je charakterizovdn nejen maximélni entropii, ale i nejvy$s$i moznou pravdépodobnosti
a ze tedy entropie je ziejme rostouci funkci pravdépodobnosti stavu soustavy.

Boltzmann také jako prvni (1877) urcil tvar této funkce :

S = k-lnw (+ konst.) vztah entropie a pravdépodobnosti

(V tomto vztahu je pouZita tzv. termodynamickd pravdépodobnost w - pocet mikrostavli daného stavu

soustavy, k je Boltzmannova konstanta).

Uvéazime-li jeSté, Ze nerovnovazny stav uzaviené soustavy znamena také vétSi usporadanost

(,,poradek*) soustavy, pak piechod soustavy k rovnovaznému stavu je spojem se ztratou této

uspoiadanosti (v soustavé vznikne ,,neporadek®).

Celkem tedy plati :

Smér nevratnych procesii je odiivodnén vyvojem termodynamické soustavy
od méné pravdépodobnych stavi ke staviim pravdépodobnéjSim
(od uspoiadanéjSich stavi ke staviim méné usporadanym).

Zpétny (opacny) smér téchto procesti neni principialné nemozZny, je vSak

zanedbatelné malo pravdépodobny.

konec kapitoly K. Rusnak, verze 05/2007



Entropie

Pti pohledu na Clausitiv integrdl pro vratné cykly :

dQ
92 -0

T
si diive Ci pozd¢ji jisté uvédomime, Ze nulovd hodnota integrdlu néjaké veliCiny pii kruhovém
termodynamickém procesu je zdkladnim znakem toho, Ze se jednd o stavovou veliinu. Vzpomenme na
vnitin{ energii U, pro jejiz piirastek dU platilo :

§dU=0

Je tedy mozno definovat novou stavovou veli¢inu — a zavedl ji pravé Clausius roku 1850 a nazval ji
entropie S (z fectiny ,,uddvat smér) — za znakem integralu je tedy jeji piirtstek :

_

T definice entropie

dS

Pozor !! Neni tedy definovana velikost entropie v n¢jakém stavu plynu, ale jeji prirustek pfi nepatrné,
diferencidlni vratné zméné stavu jako podil vratné prijatého tepla a teploty plynu (kterou lze
samoziejme pii této nepatrné zmené stavu povazovat vZdy za konstantni).

voev s

Podle naSich diivéjSich poznatkd o stavovych veli¢indch miZeme ddle konstatovat, Ze celkovd zména
entropie plynu pii néjakém procesu (vratném) nezdvisi na kfivce procesu, ale pouze na pocdtecnim a
koncovém stavu a je dana rozdilem entropii v téchto stavech :

2 2
AS = [ds = [dS = 5,-5,
1 1
(p vr~) ( p,vr-)
P
1 p'vratny
2
pvratny
|74

Dale pak velmi maly pfirastek entropie jako stavové veli¢iny musi byt iplnym diferencidlem (stavové
funkce § ). Jak vidite z definice entropie, tento dplny diferencidl je vlastné vytvofen z diferencidlu

nedplného ( dQ ) pouhym vynasobenim faktorem 1/T .



Jestlize budeme chtit vypocitat zménu entropie piimo z definice, musime predevsim vyjadfit diferencidlni
dodané teplo, napiiklad pomoci prvni termodynamické véty :

dQ = dU + dA

Dalsi pouziti této rovnice je velmi snadné u idedlniho plynu, nebot’ v piipad¢ vratnych zmén mizeme
jednoduse dosadit zndmé vztahy :

dU = v-Cy-dT dA = p-dV

A dostaneme:

dQ =v-Cy-dT + p-dV

Za tlak ve druhém clenu lze dosadit ze stavové rovnice idedlniho plynu, kterd také plati v piipadé
vratnych procest :

0 = v-Cy-ar + VR T AV

Pak nekonec¢né mald zména entropie bude :

as =92 _ 1o ar o VRT AV v-Cydl | vR-dV
T T v T v

A zména entropie pii néjakém vratném termodynamickém procesu ze stavu 1 do stavu 2 :

2 2 2
AS = S, -8 =Jd5 :V.ICV_'dTJrV.R.Jd_V
1 7 T 1

Druhy integrél 1ze ihned provést :

2
.ij_dTJrV.R.an_z
)T v,

AS = v

Pokud moldrni tepelna kapacita nezavisi na teploté, 1ze vypocitat 1 prvni integral :

AS = v Cv-ln;—z + R-an—Z)

v zména entropie (pfi vratnych procesech idedl. plynu)
1 1

Zména entropie je tedy pfimo imérna mnoZzstvi plynu. Vysledek se jesté¢ vyrazné zjednodusi pii procesu
izochorickém, piipadné izotermickém (jeden ze ¢lenti bude nulovy).
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Stejné jako ostatni stavové veliiny, je entropie také vhodnd k popisu stavii termodynamickych soustav.
V technické termodynamice se ¢asto pouZzivd k vypoctu vratné dodaného tepla, nebot’ z jeji definice plyne
pro diferencidlni dodané teplo :

dQ =T-dS

Celkové teplo dodané pii néjakém vratném termodynamickém dé&ji ze stavu 1 do stavu 2 je pak
samoziejmée integralem z tohoto vyrazu :

2 2

0 = I dQ = I T-dS dodané teplo vyjdadiené pomoci entropie
1 1
vr. vr.

JestliZe stavy plynu a kiivku termodynamického déje zakreslime v T-S diagramu - tzv. tepelny diagram ,
pak je toto teplo graficky znazornéno plochou pod k¥ivkou daného procesu (viz obr.)

-

dQ =T-dS

\ o Tepelny diagram

Vv,

Nejjednodussim moznym zpisobem — tuseCkami rovnobéZnymi sosami — je v tepelném diagramu
znazornén vratny Carnotiiv kruhovy cyklus, ktery se stiva ze dvou déju izotermickych a dvou déju
adiabatickych — tj. izoentropickych. Protoze dodand tepla ndm ukazuji plochy pod kiivkami, vidime
jasn¢ jejich nulovost u izoentropickych dé&jii zndzornénych svislymi dseckami a je moZno také dobie
znazornit celkovou vykonanou praci , kterd je rovna souctu obou tepel (druhé teplo je zaporné !!)
dodanych pfi izotermickych déjich (viz dalsi obrazek vlevo) :

T T
1 2 1 2
A

" (§rafy) (Srafy)

o3 Q,

(Autd)
/

(Zluta)

S




Vedlejsi, pravy obrazek je pak moZno povazovat za grafickou ilustraci tvrzeni o maximélni G¢innosti
vratného Carnotova cyklu ze vSech mozZnych vratnych kruhovych cykli pracujicich mezi stejnymi
teplotami T; a T, (které bylo matematicky dokdzano v pozndmce pied zacatkem odstavce o entropii) :

Je vidét, Ze postaci i jen CasteCnd zména Carnotova cyklu — nahrazeni adiabat jinymi déji — a jejich kiivky
pak uz nebudou svislé, ale Sikmé — a tim se zvétsi celkové dodané teplo pfi stejné vykonané praci - tzn.
sniZi se Gc¢innost cyklu.

Pozn. : Obecné niz§i ucinnost nevratného cyklu oproti cyklu vratnému jsme jiz vysvétlili
pomoci Clausiova integralu, ktery ndm také obecné objasnil nemozZnost dokonalé
pfemény tepla na préci.

Dale je mozno veli¢inu entropie vyuZit tak, Ze do 1. véty termodynamiky, napsané pro pfirtstek vnitin{

energie :

dU = dQ - dA

priristek vnitini energie (obecnd)

dosadime v ptipadé vratnych déji dosadit vyse uvedeny vztah pro dodané teplo (soucasn¢ se vztahem
pro vykonanou prac):

dQ = T-dS dA = p-dv

A dostaneme rovnici, kterd se v u€ebnicich €asto oznacuje jako ,,spojend formulace prvni a druhé véty

termodynamiky“ :

dU =T-dS — p-dV

Spojend formulace prvni a druhé véty termodynamiky

Tento vztah vlastné vyjadiuje pfirGstek vnitini energie - jako diferencidlu funkce dvou proménnych -

entropie a objemu :

Uu=U(SV)

Matematické vyjadieni diferencidlu této funkce je ovSem obecné :

oS

% aV Jg

-dV

Porovnanim obou diferencidlt dostaneme zajimava vyjadfeni zdkladnich stavovych veli€in - a tyto vztahy
dokazuji vyznam entropie jako stavové veli¢iny a také duleZitost vnitini energie jako jednoho z tzv.

termodynamickych _potencidlii (je jim i entropie, vice viz dal$i kapitoly) :




oU oU
as )y vV )

Vyznam nové stavové veliiny entropie je vSak jesté vétsi — pomoci entropie 1ze obecné zformulovat
onu dodatecnou podminku, kterou (kromé& platnosti 1.véty) musi spliiovat termodynamicky proces, a
matematicky vyjadrit nevratnost tepelnych procesu :

Vime, Ze v tepelné izolovanych soustavach probihaji adiabatické déje charakterizované nulovou tepelnou
vymeénou :

dQ =0

Lehce vyteSime yratny adiabaticky déj, jehoz piijaté teplo piimo urCuje piirtstek entropie, ktery je zde
ovSem nulovy :

dS=d—Q=0
T

Samoziejmé je 1 nulové celkovd zména entropie pii vratném adiabatickém procesu ze stavu 1 do stavu 2 :

2
A4S = S,—-8; = [dS =0
1

a tedy dostdvame :
S ] — S 2

Pti yratném adiabatickém procesu zistava entropie konstantni, je to déj izoentropicky :

S = konst.

Nevratny adiabaticky déj je ovsem ponckud slozitéj$i problém. I v tomto piipade je samoziejmé piijaté
teplo plynem nulové :

dQ = 0

Ale to ndm o entropii nic nefika — pfirastek entropie Ize stanovit pouze pomoci vratné ptijatého tepla.

Uréime nejprve zménu entropie nevratného déje obecné, pro libovolny proces :

Predstavme si, Ze se z po¢ate¢niho (libovolného) stavu I dostaneme néjakym nevratnym procesem do
kone¢ného stavu 2 a z tohoto stavu prejdeme zpét do stavu I procesem vratnym.



Kruhovy dé&j, ktery oba procesy dohromady vytvéreji, je ovSem celkové nevratny, Clausitv integrdl je
proto zaporny :

d
§ _Q < 0
T
NapiSme levou stranu jako soucet integralli pres ob¢ ¢asti uzavieného cyklu :

2 1
[ L9
1 r 2T

(nevr.) (vr.)

Druhy integrél je po vratné cesté - jeho hodnota je proto rovna celkovému pftirastku entropie, tj. rozdilu
entropii v koncovém a pocdtecnim stavu :

1 1
jg = [dS = 5,5,
2 2

(vr.) (vr.)

Po jeho dosazeni a pfevedeni na druhou stranu rovnice dostidvame obecny vztah pro libovolny nevratny
déj mezi dvéma (rovnovaznymi) stavy plynu (ze stavu 1 do stavu 2) :

2
do
SZ - SI =48 > _[ 7 zména entropie pii nevratném déji
1
(nevr.)

Rozdil obou stran nerovnice, tj. rozdil pfirtistku entropie a integralu z podilu nevratné piijatého tepla a
teploty, je moZno povaZovat za jakousi ,,miru nevratnosti‘ termodynamického déje (pro vratny proces
by tento rozdil byl ov§em nulovy).

Uvazime-li nyni specidlni pfipad nevratného déje v tepelné izolované soustave - tj. nevratny adiabaticky
déj , kdy je tepelnd vymeéna nulova :

dQ = 0

Pak bude integrél na pravé stran¢ nulovy a pro zménu entropie dostdvame :
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AS > 0

Nevratny adiabaticky déj jiz tedy neni izoentropicky, ale probihd za neustdlého rastu entropie. Pro
(diferencidlné¢) malou nevratnou adiabatickou zménu lze tedy analogicky psat :

as > 0

Jestlize si uvédomime, Ze v izolovanych soustavach jsou probihajici nevratné ptirozené tepelné procesy
samoziejmé adiabatické, pak jsme vlastné objevili matematické kritérium, které dobie charakterizuje
mozny smér téchto procesu (smér pienosu tepla — z latek teplejSich na latky chladnéjsi, smér rozpinani
plynu,...).

Opacné (zpétné) sméry piirozenych procesi mozné nejsou a jejich neexistence je zfejmé spojena
s nemoznosti poklesu entropie v izolované termodynamické soustavé. Rust entropie (v izolované
soustave) je proto mozno povazovat za ono hledané dalsi kritérium realizace termodynamického procesu,
které v maximdlni obecnosti (uZ bez zjevné souvislosti s tepelnymi stroji) dopliiuje zdkon zachovani
energie (1.véta).

Princip ristu entropie (v izolované soustavé) je nejobecnéjsi
matematickou formulaci 2.véty termodynamiky.

Uvazime-li jeSté, Ze pii vratnych adiabatickych procesech se entropie neméni (pfirtistek entropie je
nulovy), pak libovolné procesy v izolované soustave jsou charakterizovany vztahem :

ds =2 0

princip ristu entropie v izolované soustavé, matematicky tvar 2.véty termodynamiky

V izolované soustavé mohou tedy probihat pouze takové procesy, pfi nichZ entropie soustavy vzrasta
nebo zistdva nezménéna.

Druhd moznost (konstantni entropie) se vztahuje k vratnym procestim, které — jak vime — souviseji
s rovnovadznymi stavy termodynamické soustavy.

Ptripomenime si také dalS$i znalosti o nevratnych pfirozenych procesech v izolované soustavé — Ze tyto
procesy piivadéji soustavu praveé do rovnovazného stavu.

Entropie izolované soustavy tedy vzrustd za soucasného pfibliZzovani k rovnovdznému stavu a pii jeho
dosazeni se uz dile neméni, coz znamena, Ze dosahla svého maxima.

Dostali jsme se tak k dal$imu diileZitému poznatku :

V termodynamické rovnovaze je entropie izolované soustavy maximalni.

Poznamka: Mohlo by se zdat, Ze obecnd platnost t€chto formulaci je zna¢n¢ omezena podminkou izolace
soustavy. Pii fyzikdlnich analyzach svéta kolem nds i v technickych aplikacich vSak ale témét
vzdy (aniZ si to tfeba 1 uvédomujeme) pouzivame izolované (uzaviené, osamocené) soustavy
tim, Ze zanedbdavame vliv nékterych okolnich téles (protoZze nedokdzeme sledovat piisobeni
nekone¢ného poctu vnéjsich objektli). A pokud studovand termodynamicka soustava jesté neni
izolovand, vzdy ji miZeme zahrnout jako podmnozinu do né&jaké vétsi soustavy skutecné
izolované (napf. pracovni plynova ndpli tepelného stroje samoziejmé neni uzaviend, ale spolu
s ohfivacem, chladi¢em a ,,pfijemcem price‘ vytvoii rozumnou izolovanou soustavu).



Entropie a pravdépodobnost

Princip rlstu entropie je matematickym vyjadifenim 2.véty termodynamiky, neposkytuje vSak blizsi
vysvétleni, pro¢ vlastné tento zakon plati. Teprve Boltzmann na zdklad¢ kinetické teorie objasnil
2.vétu termodynamiky a ukazal, Ze je vlastn¢ statistickym zdkonem - to znamend, Ze plati jen pro
soubory s velmi mnoha prvky, na které lze aplikovat matematickou statistiku - na rozdil od 1.véty
termodynamiky, kterd je obecnym, univerzalnim zakonem .

Podle kinetické teorie je termodynamickd soustava (plyn) skutecné souborem obrovského poctu
nepatrnych ¢astic — molekul (neuspotrddané se pohybujicich riznymi sméry i rychlostmi).

Takzvané stavové veli¢iny (teplota, tlak, vnitini energie, ...) ovSem nepopisuji vlastnosti (stavy)
jednotlivych mikroskopickych castic (tj. jejich polohy a rychlosti), ale popisuji stav soustavy jako celku
— tzv. makrostav soustavy.

Tyto - makroskopické - stavové veliCiny jsou pak (n¢kdy) jednoznacéné spojeny se statistickymi
stiednimi hodnotami dané soustavy ¢astic (jak jsme vid€li v minulych kapitolach, pomoci stredni
kvadratické rychlosti je moZno stanovit vnitini energii soustavy, tlak i teplotu, ..., ovS§em jen ve stavu
termodynamické rovnovéhy).

V jakémkoliv makrostavu soustavy md ovSem kazda ¢éstice n¢jaky sviij stav — je moZno fici mikrostav
(polohu a rychlost) - a soubor mikrostavli vSech cdstic (polohy a rychlosti vSech c¢astic) vytvaii
mikrostav soustavy.

KdyZ bychom tedy chtéli zndzornit mikrostav soustavy, museli bychom nakreslit polohy vSech &dstic
soustavy (a jeSté ke kazdé Castici pripojit jeji rychlost).

Pozn. : Pii teoretickém popisu stavii hmotnych ¢astic se namisto rychlosti pouziva veli¢ina hybnost (tfm
se do vypocti zahrne i hmotnost ¢éstice) — stav jedné Castice pak bude urcen jeji polohou a hybnosti —
tedy dvéma vektory :

F=(x,y,z)a p=(py, Py pP;)

nebo jinak feceno $esti skalarnimi veli¢inami — soufadnicemi téchto vektoru.
Proto se zavadi formdlni Sestirozmérny fazovy prostor @ s kartézskymi osami X, y, 2z, ps, py, P:

2z w2z

nebot’ v tomto prostoru je pak stav jedné ¢astice zndzornén také pouze jednim bodem :

(X, 9,2, Dy, Py, Pz )

Mikrostav soustavy N Castic je tedy ve fadzovém prostoru znadzornén soustavou také N bodd.

Razné makrostavy soustavy — kterym odpovidaji napf. rizné energie soustavy — jsou pak spojeny
s riznym rozloZenim (rozdélenim) téchto bodd ve fazovém prostoru, které lze popsat jejich hustotou
(koncentraci) — tzv. rozdélovaci funkci f :

;o N

d¢

kde dN je pocet bodl — obrazii stavi ¢dstic — v elementu fdzového prostoru (kartézsky element, obecné
by mohl byt i jiny) :

d¢ = dx-dy-dz-dp,-dp, -dp,

Stav termodynamické rovnovahy pak popisuje Boltzmannova rozdé€lovaci funkce :

_ energie Cdstice
f = konst- e kT
V piipadé idedlniho plynu pak lze vhodnou volbou elementu fiazového prostoru a integraci podle

prostorovych soufadnic dojit aZ ke znamé Maxwellové rozdélovaci funkci, kterou jsme pouZili v kapitole
., Vnitini energie a teplota podle kinetické teorie® :




flv) = aNn — 4N | 2 e_leT.v
dv 2w kT

s vz

Kazdy mikrostav soustavy — tj. rozloZeni Castic v prostoru (ve smyslu poznamky pfesné vzato ve fazovém
prostoru) — tedy jisté naleZi k néjakému makrostavu soustavy.

Predstavme si nyni, Ze pozménime konkrétni mikrostav tim zpiisobem, Ze vzdjemné zaménime libovolné
dvé Castice. Zméni se tim makrostav soustavy — tj. jeji energie, tlak, ...atd. ?

Urcité ne !

VSechny castice (molekuly daného plynu) jsou piece stejné, takZe nezdleZi na tom, kterd konkrétni Castice
je na daném misté (a ma danou rychlost), ale je diilezité, zda tam néjaka molekula vibec je.

Jeden makrostav soustavy tedy miize byt realizovan vice riznymi mikrostavy.

Abychom stejné jako Boltzmann objevili onen zdsadni statisticky zdkon, musime prozkoumat mikro- a
makrostavy termodynamické soustavy pii néjakém nevratném procesu, kdy dochdzi k ristu entropie
soustavy.

Kvili nesmirnému poctu ¢astic (molekul) nemdme ovSem naprosto Zddnou Sanci zndzornit mikrostavy i
jen naptiklad jednoho gramu skute¢né latky (plynu), jedinou moznosti je tedy pracovat se soustavou o
malém poctu Castic a pak se pokusit o teoretické zobecnéni.

Podivame se tedy timto zpisobem, co se d¢je s termodynamickou soustavou (plynem) pii jednom z
ptirodnich nevratnych procesii — pfi expanzi plynu do vakua.

Nejprve podrobné popiSeme tento proces :

Necht mdme tzv. izolovanou soustavu - pevnou, uzavienou a tepelné izolovanou nddobu, kterd je
rozdélend prepdzkou na dvé (stejné) ¢asti (viz obr.) :

®
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o e ©° o o ° ° o ° e o
pocatecni stav - pred expanzi konecny stav - po expanzi

V pocatecnim stavu je levd Cast naplnéna plynem o tlaku p, ktery je podle stavové rovnice urcen
poctem Castic plynu (koncentraci), prava ¢ést je prazdnd (nulovy tlak, vakuum).

Pak odstranime prepazku a plyn bude proudit z levé ¢asti nddoby do ¢asti pravé - tlak tedy bude v levé
Casti klesat a vpravé c¢asti bude stoupat — takto se realizuje expanze plynu - nerovnovazny
termodynamicky proces

Po urcité dob¢ se ovSem tlaky vlevo o vpravo vyrovnaji, proudéni plynu ustane a vznikne kone¢ny stav
termodynamické rovnovahy. charakterizovany konstantnim tlakem (v piipad¢ stejnych casti nadoby to
bude poloviéni tlak — p/2 ),

Tento proces je zarufené nevratny — plyn se nikdy sam nevrati zpét do levé ¢asti nadoby ! (nelze
predpokladat Zadny vnéjsi zdsah — je to pfece izolovand soustava ).

Nyni se pokusime urcit mikro- a makrostavy, jestlize by plyn byl tvofen soustavou malého poctu —
napiiklad 4 (Ctyf) ¢astic (molekul) — oznac¢ime je a, b, ¢, d.



V pocitecnim (makro)stavu jsou vSechny Cdstice vlevo, vpravo neni zadnd , tomu odpovidd jediny
mikrostav :

1. makrostav (4 castice vlevo, 0 vpravo) pocet mikrostavi: w = [

\a,b,c,d \ \

Po otevfeni pfepazky mohou molekuly pfechdzet vpravo - vznika dals$i makrostav :

2. makrostav (3 castice vlevo, 1 vpravo) pocet mikrostavi: w = 4

b,c,d a
a, ¢, d b
a,b,d C
a, b, c d

Stejny pocet molekul vlevo i vpravo pak odpovid4d kone¢nému rovnovdZznému stavu :

3. makrostav (2 ¢astice vlevo, 2 vpravo) pocet mikrostavii: w = 6

a, b c,d
a,c b, d
a, d b, ¢
b, ¢ a,d
b,d a, c
c,d a, b

Neusporddany pohyb molekul vSak nelze zastavit, miZe proto vzniknou dal$i stav, kdy se plyn vlastné
castecn¢ presouva do pravé Casti :

4. makrostav (1 castice vlevo, 3 vpravo) pocet mikrostavli: w =4

a b,c,d
b a, ¢, d
C a,b,d
d a, b, c

A v principu se vSechny molekuly mohou pfemistit do pravé ¢4sti soustavy :

S. makrostav (0 ¢astice vlevo, 4 vpravo) pocet mikrostavi : w = /

| |a,b,c,d |
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Neuspotddany pohyb ovSem stdle pokracuje — a tak se opakovanég realizuji vySe uvedené stavy, plyn se
tedy mize premistit také do levé ¢asti nddoby — tim se ovSem dostdva zpét do pocatecniho stavu, jinak
feCeno samovolné prob¢hne zpétny proces — ten, o kterém jsme tvrdili, Ze je z divodi nevratnosti
expanze absolutné vylouceny !!! Objevili jsme tedy vratnou expanzi plynu !!

A stejné vratny muze ziejmé byt i pfechod tepla z télesa teplejStho na téleso chladnéjsi — teplo bude
pfechdzet i obracené, z télesa chladného na téleso teplé - a dals$i pfirozené, tzv. nevratné procesy ......

Ano, je tomu tak ..... ale jen u nasi ¢tyfmolekulové soustavy.

UvaZzme : ¢im se vlastné ,,fidi* chovani jednotlivych ¢éstic soustavy :

Podle kinetické teorie je pohyb ¢astic neusporadany, to znamend, ze velikost rychlost, jeji smér, drdhu
jednotlivych €astic — tj. jejich pfesuny v nddob¢ - nemiZeme nijak ovlivnit , proto je vytvoreni n¢jakého

usporddani ¢astic — mikrostavu — zcela nahodny proces (jev) a kazdy mikrostav proto vznika (nastane)
se stejnou pravdépodobnosti a trva také stejnou dobu - to je zakladni princip statistické mechaniky :

Vsechny mikrostavy termodynamické soustavy maji stejnou pravdépodobnost.

Mikrostavy jsou tedy stejné pravdépodobné, ale makrostavy sestdvaji z rizného poctu mikrostavi -
proto (matematické) pravdépodobnosti jejich vyskytu jsou razné. MiZeme je lehce vypocitat jako pomér
poctu pfiznivych jevll — mikrostavii daného stavu a poctu vSech moZnych jevii — vSech mikrostavi
soustavy.

V nasem piikladu soustavy 4 castic je celkovy pocet mikrostavli 24.

Potom pravdépodobnost 1. a 5. makrostavu (kdy je vSechen plyn v jedné Casti nddoby) je :

P] =P5 =é:4,17%

Pravdépodobnost nerovnovazného 2. a 4. makrostavu ¢inf :

P2 :P4 :24—4:]6,7%

A pravdépodobnost 3. makrostavu, kdy je plyn rovnomérné rozlozen v celé nadobé (tj. rovnovazny stav) :

p=% —250%
24

Pozn. : Pii vypoctu kazdé pravdépodobnosti se vZdy opakuje stejny celkovy pocet Cdstic, proto
se ve fyzice Casto pouziva veli¢ina termodynamickd pravdépodobnost w , rovna piimo poctu
mikrostavi daného stavu.

Muzeme konstatovat, Ze v naSi soustavé s malym pocétem cCastic md rovnovazny stav nejvyssi
pravdépodobnost ( P3; ) a nerovnovaziny stavu odpovidajici zpétnému navratu plynu do levé st

nadoby mé pak pravdépodobnost 6 x menSi ( Ps ) — tj. nejniz§i ze vSech moZnych stavi. Tato
pravdépodobnost je ale stejné dosti vysokd (pies 4 %), takZe zpctny ndvrat ctyfmolekulového plynu do
pocatecniho stavu je zcela redlny.

Podivejme se ovSem ddle, jak se bude ménit chovani termodynamické soustavy, kdyZ budeme pocet
jejich Eastic zvétSovat :
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ProtoZe pii celkovém poctu ¢astic N a poctu Gdstic vlevé ¢asti n; a vpravé Casti n, je polet
mikrostavii roven poctu kombinaci n; - té tiidy z N prvki (bez zfetele k uspoiddani ve skuping), nebo
také n, - té tiidy z N prvki :

oo (N) _ N! NI N! B (N)
N nj l’l]./'(N—n] )! I/l]."l’lz./ (N—I’ZZ ).’~n2! n

Potom miiZeme lehce urcit pocty mikrostavli a pravdépodobnosti stavil pro libovolny vyssi pocet ¢éstic.
Jestlize zvolime napiiklad N = 100, pak pocet mikrostavii plynu , ktery by se navratil zpét do levé ¢asti
je stdle roven jedné :

N (100) 100!

v =1100) = 700000 =

s 2

Ale pocet mikrostavii rovnovdzného stavu bude podstatné vyssi :

/
cN - [1;)00) — 100! = 1.01-10%°
n 50!-50!

A jak vidime, je skute¢né vyssi, ale neocekavané vyssi !

Zatimco pri Ctyr¢asticovém plynu byla pravdépodobnost navratu plynu do levé €asti jen 6-krdt menSi nez
pravd&podobnost vytvofeni rovnovazného stavu, nyni jde o nepiedstavitelny pomér ¥adu 10 (a to je
jesté celkovy pocet 100 castic smesné maly oproti skuteénym poctiim ¢astic hmoty — fddu Avogadrova
Cisla). Tedy :

Plyn se tedy pri expanzi nikdy nevrati zpét do levé ¢asti nadoby — ne proto, Ze by tento
proces nebyl teoretiky mozny — ale protoze je zanedbatelné malo pravdépodobny.

Pozn. : Porovnejte s pravdépodobnosti vyhry Sportce, kdy je pocet moznych kombinaci ,,pouze :

/
(4(‘59) - P w000
61-43!

Déle uvazme, Ze z obecného kombina¢niho vzorce piimo vyplyva, Ze pro rovnovazny stav plynu ma
pocet mikrostavi soustavy — tedy i pravdépodobnost makrostavu - vZdy nejvyssi moznou hodnotu.
MiiZzeme tedy obecn¢ konstatovat :

Stav termodynamické rovnovahy uzaviené soustavy je tedy charakterizovan nejen maximalni
entropii, ale i nejvyssi moznou pravdépodobnosti. Entropie je ziejmé rostouci funkci
pravdépodobnosti stavu soustavy (Boltzmanniv princip).

Rakousky fyzik Ludwig Boltzmann také prvni urcil r. 1877 tvar této funkce :

S = k-lnw (+ konst.) vztah entropie a pravdépodobnosti
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(V tomto vztahu je pouzita tzv. termodynamickd pravdépodobnost w - pocet mikrostavli daného stavu
soustavy, k je Boltzmannova konstanta).

Uvazme jeSté, Ze nerovnovazny stav uzaviené soustavy (napi. kdyZ je plyn shromazdén jen v jedné Casti
prostoru) znamena také vétSi uspoiradanost (,,pofadek™) soustavy.

Prechod soustavy k rovnovaznému stavu je pak spojem se ztratou této uspoiadanosti (v soustave
vznikne ,,nepofddek*).

Tento pfechod k rovnovéaze je nevratny — potadek v izolované soustavé se ,,sam od sebe neobnovi -
museli bychom zrusit izolaci soustavy a umoznit vnéj$im silam , aby svou praci obnovily usporadanost,
tedy sniZily entropii (napiiklad pomoci néjakého pistu stlaci plyn do jedné ¢4sti objemu soustavy).

Pozn. - Jestlize tedy fyzik tikd svému kolegovi, Ze pravé jde sniZovat entropii, nemysli tim nic

neslusného, pouze dospél k zdsadnimu rozhodnuti, Ze je nezbytné uklidit pracovni stil,
knihovnu, nebo adreséare pocitace.

Shriime tedy naSe poznatky o statistickém (pravdépodobnostnim) smyslu druhé véty termodynamiky :

Smér nevratnych procesi je odiivodnén vyvojem termodynamické soustavy
od méné pravdépodobnych stavi ke staviim pravdépodobnéjSim
(od usporadanéjsich stavi ke staviim méné usporadanym).

Zpétny (opacny) smér téchto procest neni principialné nemozny, je vsak
zanedbatelné malo pravdépodobny.

Pozn. : 7 kombina¢niho vztahu pro mikrostavy je také vidét, Ze jejich pocty jsou jesté dosti vysoké
v ur¢itém (relativné malém) okoli rovnovazného stavu. To je divodem urcitych fluktuaci
(¢asové proménnych zmén) stavovych veli¢in (napt. tlaku) v okoli rovnovazného stavu
soustavy. Tyto zmény jsou za ,normdlniho* stavu nemcéfitelné a maji vyznam pouze v
soustavach s malym poctem castic.
(Napf. v kosmickém prostoru, nebo ve vakuové komote pii dolni hranici ultravakua, kdy 1 cm’
plynu obsahuje jen asi 1000 ¢astic - molekul).

konec kapitoly K. Rusiak, verze 04/2006
rev. 04/2007
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Kmity hmotného bodu

Jsou specialnimifpadem obecného mechanického pohybu hmotného Ipbidiferém se tento bod

pohybuje v.omezené oblaskolem tzv.rovnovazné polohy Timto vyrazem ozriajeme misto stabilni

rovnovahy, ve kterém na hmotny bod aspbi Zddna sila eventuals je nulova vyslednic@usobicich

sil. Do rovnovazné polohy klademe pokud moznégbek soustavy saiadnic - potom polohovy vektor

hmotného bodu je séasré jeho vychylkou z rovnovazné polohy.

Z&kladnim druhem kmitavého pohybu jsou taetlumené harmonické kmity které vzniknou, jestlize

na hmotny bod1sobi sila irrna jeho vychyice (tj. linearni zavislost), ale émaorientovana :

F=-kI

pruzna sila

Prikladem takové sily je sila pruziny (konstarkaje pak tuhost pruziny). Pro praktické aplikace je fist

velmi dilezitou skuténosti, Ze tato sila je spojena s tpvuznou deformaci, kterou pozorujeme u

pevnych &les (také u kapalin a plyi pri relativié malych misobicich silach (matematicky ji vyjage

Hookiiv zakon).

-0
<
-3
3
V<

Téleso (hmotny bod) z&gené na olyejné pruzig se ovSem &tSinou pohybuje pouze poripice
prochazejici osou pruziny. Pak je vhodné ztotaind pimku s rkterou ze sotadnych os a dostaneme

N A4

tak nejjednodussiifpad jednorozn@rnych kmiti .

Souadnice ve vektorové rovnici pro pruznou silu jsaiopn samoiejme nenulové pouze na této ose,

nagiklad na osey :

F =(0,F,0) r=(0,y,0)

Dostaneme tedy skalarni rovnici pro y-sanice (ostatni sdadnice davaji nulové rovnosti) :
F=-kly

A pohybova rovnice bude nenulova také pouze pgatfadnici, tj. vznika jedina skalarni rovnice :

2
m Zy:F:—kEy
dt



Po vydleni hmotnostim a gevedeni na levou stranu dostaneme :

2
M+£|:yzo

dt2 m

Podil kladnych konstant ve druhétenu se oznauje jako kvadrat jiné konstanty, jejiz vyznam vypy

z dalSiho textu :

L
w _E Uhlova frekvence

Pak se pohybova rovnice 2ni na znamy tvar :

d?%y WPy = o o .
F"‘ y = 0 pohybova rovnice linearniho harmonického oscilatoru

Nebo s formalnim zapisem derivaci :

y+w’y=0

Tento vztah jehomogenni_linearni_diferencialni_rovnici_druhéhdiadu s konstantnimi_koeficienty

kterou lzeteSit jak v realném, tak i v komplexnim oboru ptoméy. V kazdém oboru je pak mozno

obecné&‘eSeni této rovnice sestavit jako linearni kombinaci dvezavislychpartikularnich _i‘eSeni.

Jednim partikularnirfeSeninwv realném oboru je :

y=y(t)=Alsin(«[t) = Asinat

Je to funkce vSeobegrznama z analytické geometrie, definovana na celdonu realnyckisel.
Veli¢ina A je amplituda kmitd, vyraz za znakersin, argument funkce sinus¢kdy uvadny v zavorce,
je fazovy uhel, zjednoduseh fazekmitu :

g=alt

Jak znamo, v proémné @ je tato funkceperiodickd s periodow277 Pipomeime, Ze periodou funkce

je takovy (nejmensi) interval pramné, po kterém se fieh funkce opakuje (viz obr.)



y=A-sin ¢

.C
<

|: 27 >
y=A-sin wt
N\ AN
N N\
: T |
1€ >

Je zejmé, Ze jako funkcgasu musi byt vychylkay(t) také periodickaCasovy interval T, po kterém

se pibéh vychylky opakuje, se nazyvaeriodou kmiiz . Za tuto dobu pro¥hne jeden kmit, je to tedy

také doba kmitu (viz obr.). Pevracenou hodnotou je potom ¢gbkmiti za jednotkiasu, tj.:

f== frekvence kmifi jednotkou je[%] = [S_l] = [ HZ]

Porovnanim odpovidajicich period faa&asuvznikne vztah :

2n=alT
MuZeme tak najit smysl vélny w jako frekvence vyjéigené f - nasobkem Ghll2r :
271
W= Ea =2mrf thlové frekvence

Jak dale uvidime, ve vztahu ke kruhovému pohybiydg mozno nazyvat tuto vélnu také uhlovou
rychlosti, pri popisu kmifi to ovSem neni ozdani [ilis vhodné.

Druhym realnym partikularniresenimrovnice kmifti je funkce :

y=Yy(t)=Alcos(at)=Alcosat

StredoSkolské znalosti postgi ke konstatovani, Ze jde_o stejndunkci - sinusovku, pouze posunutou

na ose faze o Uhek/2 (viz obr.). Vyjaduje tedy stejny druh kmitar{ge stejnou frekvenci, periodou a

amplitudou), pouze fazé\a tedy icaso¥ posunuty



y =A- cos wt

NN
VA VARV,

Pro popis harmonickych knfitma tak_stejné opraeni jak funkce sinus, tak funkce kosinus. Ostatn

pomoci sottovych vzor@ Ize druhé partikularrieSeni v pipadt potreby Fevést na tvateSeni prvniho :
y=y(t) = Alcosat = Alsin(at + 71/ 2)
Oh¢ partikularnifeSeni jsou vSak lineafmezavisla, proto nizeme vyjadit obecnéreSenipohybové

rovnice kmiti (v realném oboru) jako jejich linearni kombing€ aD jsou libovolna realnéisla):

y =y(t)=CLsinwt + D [toswt obecné&eseni rovnice kmit

Vyznam této rovnice odhalime tak, Ze misto konstana D (které jsou libovolné), zvolime jiné (také
libovolné) konstantyA a ¢, pomoci vztah :

D = Alsing,

C = Altosg,

Po dosazeni dostaneme :

y=y(t)=Alcosg, [sinat+ Alsing, [cosat

A s vyuzitim sodtovych vzord prejde tato rovnice na nejznéj®i tvar harmonickych kmit:

y =y(t)=ALsiIn(wt +¢,) obecnéfeSeni rovnice kmit (jiny tvar)

Vidime, Ze obecndeSeni pedstavuje oft znamou sinusovku (stejné frekvence a amplitudig, se

slozijsi fazi :

¢ = wt+g, obecna faze kmit

Tato obecna sinusovka jiz neprochazégikem sotadnic, neb6 v patatetnim ¢ase (t = 0) jiz velikost

faze neni nulova, ale je dandazovou konstantou (poc¢ateni fazi) ¢, . Pro (zakladni) nulovy bod

funkce musi potom platit :
0=uat+¢g,

A graf funkce tedy protind&asovou osu v mist



Vhodnou volbou pééateni faze ¢, I1ze proto obecnou sinusovku umistit (posunouthiam/olné polohy

na ose prorknneé (viz obr.) :

y=A-sin(g+9,)

ANVANIVANY
VARV,

y=A-sin(wt+ ¢@,)

NN N
N VARV

P,/ w

|
<

>

Vime jiz, ze funkcecOSse od funkcesin lisi pouze fazovym posuvem, protaibe byt obecnéeseni

napsano row¥ ve tvaru :

y =y(t)=Altos(wt + @, )

obecné&feSeni rovnice kmii (dalSi tvar)

VSechny tvary obecnéh@seni obsahuji vZzdgwvé (integracni) konstanty A a ¢, ( C a D ). Jejich

stanovenim riwzeme popsat kmity libovolné amplitudd a libovolné polohy na oseéasu, uéené

VVVVV

pocateni fazi @, (a frekvence je @ena hodnotami paramétk a m).

Pri feSeni konkrétniho ifpadu kmifi se potom velikost integtaich konstant wuje pomoci tzv.

okrajovych podminek(jako jsou nafiklad pa@éateini podminky- zadame polohu a rychlost hmotného

bodu v pgateinim ¢ase, ¥tSinou prot = 0).



Komplexni zapis kmita

V roving kartézskych sdadnic Xy si predstavme_rovnogmny kruhovy pohybhmotného bodlJ na

polomeru A Uhlovou rychlosticw (v kladném smyslu). Rétek soustavy sdadnic nech je ve stedu

kruZnice, polonar A je pak sotiasre velikosti pfivodice hmotného bodu.

Pro _hel opsanyrivodicem zatast plati podle kinematiky :
p=alt+¢,

Vidime, Ze tento vyraz je formarshodny s obecnou fazi harmonickych Kmit

Déle plati pro pimé&t polomsru A do osy Y, tj. pro y-ovou sotadnici boduU :
y = Alsing = Alsin(ct+¢,)
A pro pmtimét polomeru A do osy X, tj. pro x-ovou sotadnici boduU je potom analogicky:

x=Alcosp = Alcos(at +@,)

Tento _kruhovy pohybs thlovou rychlosti w je tedy formald (matematicky) zcela jednoznané

pFfifazen harmonickému_kmitavému pohylatejné thlové frekvence.

Toto gitazeni bude jeStdale rozvinuto nasledo¥n

Bod U v rovingé Xy miaZzeme povaZzovat za komplexiislo a napiSme pak jeho matematicky tvar :
U=x+ily
Dosal’me za ob sodadnice vySe uvedenégméty a pouzijme Euldiv vztah matematiky :

0= Altosg +i CALSINng = Al{cosg +i [sing ) = AR® = Ap'l(alt+do)



Vznikly komplexni vyraz s argumentem rovnym fazi knhife samokejmeé formalrg (matematicky) také

zcela jednoznané piifazen harmonickému_kmitavému pohylatejné faze.

Skutefna_vychylka hmotného bodu je potom vtomto komplexnim vyrazu obsazena jg&bo

imaginarni, pipadré realn&cast.
Tento komplexni tvar harmonickych kifnitse ¥tSinou upravuje nasledo#n

G= Ale00T+8) — A[elBo [T _ A (i@

Pritom se definuje vetina :

A il
A= Ale Po komplexni amplituda kmit

Komplexni amplituda zde vystupuje jako velmi vyzm@mveltina, protoZe_obsahuje dvaze fti

parametit kmitd — amplitudu A a fazovou konstantup, , které jsou zasadndilezité v iznych

aplikacich, kdy frekvence je zadanou ¥iglou (ugenou hodnotami velin K am).

P,

Harmonické kmity Ize tedy zapsat ve tvaru :

g = Aﬁi[a[t

komplexni tvar kmif

Vyhodou tohoto zapisu kniitje relativni jednoduchost matematickych operakdraplexnimi vyrazy.

Napiklad @i skladani kmili je nesrovnatekh jednodussi a rychlejSi &eni komplexnich¢isel, nez

pouziti portkud €Zkopadnych goniometrickych sg&tovych vzoraé pro realné sinusovky.

Na z&e¢r uvidime, jak cely tento odstavec o komplexni fokmita, ktery vliasté zatal porekud divnym
porovnavanim dvou naprosto odliSnych mechanickyatypi — kmitavého a kruhového, dostane jasny

matematicky podklad




Zodpovime totiz logickou otazku, jak dalece souv@ito no¥¢ definovany komplexni tvar kniits

pohybovou rovnicilinearniho harmonického oscilatoru :

Pro rychlou odpodd’ stai pouze znalost pravidel o derivacich - jak reajntak i imaginarni¢ast

komplexniho tvaru kmit, které old predstavuji realné kmity (vychylku) hmotného bodwujgiece
reSenim (partikularnim) diferencialni pohybové rovnice. dplexni vyraz je ale vytien jejich
formalnim matematickym sétem, nebo spiSe linearni kombinaci :

U=x+ily

Protokomplexni tvar kmitz je také FeSenim stejné diferencialni rovnicelokoncefeSenim obecijsim,

v komplexnim oborgisel.

Toto tvrzeni nizeme roviz zdivodnit obecnouteorii diferencialnich rovnic:

Vime, Ze kazda linearni homogenni diferencialninftoe s konstantnimi koeficienty ma v komplexnim

oboru _partikularnfeSeni (integral)

y:C[(Ea[t

Pritom C je libovolna komplexni (integtai) konstanta @ je ka‘enem tzv._charakteristické rovnige

ktera vznikne dosazenim tohdeseni do diferencialni rovnice.
ObecnéreSenidiferenciélni rovnic-téhotadu Ize potom napsat jako linearni kombinagiezavislych

partikularnichieSeni :

y=C BEal't +Cy @az't +C3 Bea3't +.....

Dosa’me tedy nyni vySe uvedeny partikularni integral i diferencialni rovnice. Po vykraceni

exponencielnich vyrazdostaneme :

a2+w2:0

charakteristicka rovnice

Tato charakteristickd rovnice je kvadraticka apr@to dw feSeni :
0'1,2 =+ila
Existuji tedy d¥¢ partikularni feSeni a obecnéeSeni pohybové rovnice linearniho harmonického

oscilatoru mé v komplexnim oboru tvar :

— +i.at -t f .
y=C;[e +Cy [ obecné‘eSeni(v komplexnim oboru)

Toto obecnéieSeni obsahuje dvlibovolné integrani konstanty (komplexni), jak je typické pro
diferencialni rovnici druhéhtadu.

ObecnéieSeni musi samgimé obsahovat_vSechnaiquchozi specialnieSeni — matematicky to

znamena, Ze obeciéSeni nizeme na & pievést vhodnou volbou integi@ich konstant
8




a) Jestlize najklad zvolime :

C,=AE Yo

C,=0

Potom jejich dosazenim dostanem#imm komplexni tvar kmitd, véetrg komplexni amplitudy :
y =G @+i.a).t +C, @—i.w.t ZAEMO @imu[ﬂ+o — A@@[ﬂ

Soutasre také vidime, Ze nas komplexni tvar kimgice_neni nejobeégim reSenim pohyboveé rovnice,

ale jereSenim optimalnim

ObecnéfeSeni je totiz &jmé fyzikalné nevhodné- jeho d¥ komplexni - tedytyii redlné - konstanty

jsou nadbytené, nebd popis skutenych (realnych) kmit vyZaduje pouze dv realné konstanty

(amplituduA a fazovou konstant@,)

b) Bez problém je ovSem také mozZno pracovat i_se zaporexponencielou - se druh@asti obecného

feSeni — to znamena, zé&ibeme zvolit :

Této moznosti vyuZzili fyzikovéip zapisu pravépodobnostni viny (vinoveé funkce) v kvantove fyzice.

c) Podivejme se ja&tZze vhodnou volbou konstant Izéepést obecné komplexidéSeni i na_realné

harmonické kmity- tj. na realnou sinusovku :

Upravme nejprve obecny tvar pomoci Eulerovy materk@tidentity :
y = C "4t +c, @4t = ¢ [Qeoswt +i Binwt ) + C, [coswt —i Binwt)

A vytknéme ve vyrazu goniometrické funkce :

y = (Cy+Cy)lcosat + i[(Cy—-Cy)Isinat

Laskavyctend celkem lehce nahlédne, Ze kdyZz bychom int&grionstanty zvolili ve tvaru :
C,L=-GC = -1 Eg (kde A je libovolné realnéislo)

Pak dostaneme nase prvni realné partikui@seni :

y = Alsinat

A po volkz integr&nich konstant ve tvaru :



Vznikne naSe druhé realné partikulameseni :

y = Alcosat

A pro prevod na realnou obecnou sinusovku pfistavolit komplexni konstantyC, a C, jako :
1 : 1 :

C, = > (C-ilD) C, = > [(C+i[D)  (kde CaD jsou libovolna realnaisla)

Po dosazeni do obecnéteseni v ramiku pak totiz dostaneme :

y = Clsinat + DIlcosat

Coz je vlasta — jak vime z uvodnich stranek této otazky — obée&énipohybové rovnice harmonického

oscilatoru v readlném obord obecs posunuta sinusovka :

y = Clsinat + Dlcosat = Alsin(at + ¢@,)

Celkem niiZeme konstatovat, Ze Zadny matematicky rozgioproblém, nam nebrani v tom, abychom
realné, skuténé kmity — vychylky hmotného bodu - popisovali kdexmimi vyrazy (funkcemi), kteréca

matematicky sloz#Si, jsou ,uzivatelsky” rozhodnprijemrgjsi.

Jejich vyhodu pak ocenime pa@fdpii skladani kmid a vinéni .

Rychlost a zrychleni kmitavéhopohybu

Jiz v vodu jsme konstatovali, Ze kmity jsou posgpecidlnim gipadem mechanického pohybu. Lze
tedy standardnim Zgobem poitat zakladni kinematické vélny rychlost a zrychleni podle vzt&h

. dar
V=—
dt
v d%F
a:—:—
dt  dt?

V naSem jednorozémném gipact to ovSem budou skalarniyrazy (y—ové sotadnice échto vektod).
Pouzijme pro vypeet zjednoduSeny tvar kniibez fazové konstanty, aby bylo jasndét vzniklé fazove

odchylky vyp@itanych velgin :
y=y(t)=Alsinat

Potom bude rychlost hmotného bodu:

_y, -dy_d - _ _ - T
V=vy -a—a(ABsmwt)—Aa)Ed:osa)t—vm E$|n(a)t+§)
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Rychlost je opt harmonicka funkc&asu stejné frekvence, ale fagoposunutéoproti kmitim o ¢tvrt
periody (,@edbiha“ kmity) , s amplitudou tj. maximalni hodnotou rychlosti :

Vi = Aa

DalSi derivaci pak ziskame zrychleni hmotného bodu:

a=%=L (Awltoswt) = - AW’ sinwt = a, Bin(wt + 77)

| zrychleni je harmonicka funkatasu stejné frekvence, ale fazquosunutéoproti kmitim o pil periody

(,predbihd@” kmity) a s amplitudou - tj. maximalni imadou zrychleni :
Qy = Aw’
Prohlédrite si na obrazku znazameé ¢asové zavislostvychylky, rychlosti a zrychlena uwdomte si

jejich fazové posuny, které by ovSem bylo moznazendit také na obrazku komplexnich amplitud (jak je

obvyklé v elektrotechnice fpstudiu proud a nagti ve stidavych obvodech).

yl V! a
V=V, sin(wt+ TU2)
_ . / ~\ /-\\
y =A-sin wt I VRN
/ /
i \ / \
\ 1 \ / \ !
\\ i \ / \ / t
\ ! 0 \ ! \ /
/ \ / \ /
' \ \
\ / \ / \ /
N \N_/ N/

Energie kmitavého pohybu

Jednoduchy je vypet kinetické energie podle znamého vzorce z mechaniky, do kteréhodiosaza

rychlost vyraz z fedchoziho odstavce:

W =1m v2 = 1 m( AwTToswt )2 = 1 mMA? w?tos wt kineticka energie

Energii potencidlni I1ze vypa@itat, jen pokud je pole pruzné sily konzervativrejmeé tomu tak skuténé

je, nebd k nataZzeni (stt®ni) pruziny je nutno vykonat &itou praci, kterou B uvolnéni pruziny
.dostaneme" zpatky.
Pro obecny tkaz bychom ale museli zkoumat praci na libovolrézdrv prostorayvrozlozeném silovém

poli pruzné sily (takové pole by vytkita i nag. jedina pruzina vokotaina kolem bodu upevni).

11



V naSem jednorozénném gfipact pak mame jedinou moznost_- diat praci pottebnou k posunuti

hmotného bodu poifmé draze na 03¢ z paateniho mistay; do koncovehanistays, :

A=

P e—

2
-F@r=[-F
Y1

Dosadime tedy vyrazy, vyjagjici pohyb pouze na ose

- =(0,F,0)
r=(0,y,0)
F=-kOy

do skalarniho satinu vyjadtujiciho elementarni praci :
F [dF = F, [x+ Fy, [dly + F, [8z= F, [ty = F ey

A dostaneme:

Y2
Y2 _ 1 1y 2
A= [-F @Hy= j (-k y)dy= kmjymy k[ﬁ ] =2 k —Ekyl
Y1 Y1
Vykonana prace v poli pruzné sily zjeévrsphuje (vramci moznosti jednorozmmého pipadu)

podminky konzervativnosti - nezavisi na draze ale pouze na gate&nim a koncovém bodu, aip

pohybu zgt bude mit opéné znaménko, tj. ,dostaneme “ ji zpatky.
Pro zjednoduSeni vyrazu zvolimecateni bod v_rovnovaznéoloze, pak tedy v koncovém kiody,

bude mit hmotny bod potencialni energiihledem k bod (koncovy bod je libovolny, napiSeme ho

tedy bez indexu) :

7Y\ — -1
Wp( r ) _Wp( Y) — 9 ky potencialni energie pruzné siljjednorozm.)

Pro konkrétni vypeet dosadime za vychylku (po&taopst zjednoduSeny tvar bez fazové konstanty) a

upravime pomoci vztahu pro thlovou frekvenci :

12



W, :% ky? :% k ( AGBinwt)? :% m w?A? 3in” wt

PovSimréte si, Ze potencidlni i kinetickénergie jsou nezaporfignkcec¢asu, nejsou sice harmonické, ale

jsou periodické s polovéni periodou, tj. Bhem jednoho kmitu dosahuji dvakrat svého maximavgak
ve stejnéntase).

Nakonec vypoitamecelkovou mechanickou energii harmonického pohybu

W =W, +W =1 mafA® Gin® wt + 1 mA® o tos wt

Muzeme vytknout a pouZzit znamého trigonometrickélamoe

W :% mw?A? [sin’ wt + cos” wt) :% mw?A? = konst

Celkova _mechanicka energie je tedy konstantjak se sluSi na konzervativni silové pole. Jistli

dosadime ze vztétpro uhlovou frekvenci a pro amplitudu rychlosti :

Kk
w? =—

m
Vi = Aw

Pak dostaneme jiné vyjéehi celkové energie :

W =W, +W =3 m w?A? :% kA2 :% mVrzn celkova energie

Tento vztah nam ddb ukazuje, jak se potencialni energiée|pva“ do energie kinetické a naopak, takze

v mis€ maximalni vychylky (amplitudy) je celkova energavna_energii potencialr{a kineticka energie

je tedy nulovd) a v mistmaximalni rychlosti je pak celkovd energie rovneergii kinetické (a

potencialni je nulova - jaké je to misto?).

(konec kapitoly) K. Rusidk, verze 01/2005, dopkno 04/2006, rev. 04/2008
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Tlumené kmity

V praxi téngt vzdy brani pohybu daké brzdicisila, jejiz fivod je v tecich silach mezi redlnymilesy.
Matematicky popiséchto sil byva dosti komplikovany. Velmiasto se vyskytuje tzwiskozni feni, kdy

je velikost teci sily undrna rychlosti :

0 Y_ m
— >’
V e——o

-—
F F

Iftz—BB7=—B£
dt

VV<

Potom je nutno fidat tuto silu k pruzné sile oscilatoru. V naSeanoznérném gipact tak vznikne

rovnice :
2

m Bd—z - ky-BY

dt dt
Jednoduchymi Gpravami a pouzitim standardniho @riaderivaci dostaneme :
. B_. K
g+ O+ y=0

m m

Ozna&me v této rovnici, stefhjako u netlumenych kmit:

E =w vlastniuhlova frekvence

Nazev ,vlastni“ u thlové frekvence ozhge jeji piislusnost k netlumergesta¥ ,pruzina—hmotny bod",
bez misobeni brzdicichi¢cich sil. S touto vlastni frekvenci by tedy kmital nas bmyobod jako

netlumeny linearni harmonicky oscilator.

Dale zavedeme v pohybové rovnici novou konstabtiktera vyjadi intenzitu @&inku brzdicich sil (je
amerné brzdnému zrychleni) :

B

E =2b konstanta Utlumu

A dostaneme tak kotry, nejjednodussi tvar pohybové rovnice :

. . 2
y+2by+w'y=0 pohybova rovnice tlumenych kit

1



Je to_linearni homogenni diferencialni rovnice éhdrddu s konstantnimi koeficientyipomeaime, ze

kaZzda takova rovnice ma_partikulatageni(integral) :
y - C BEO’I

Pritom C je libovolna (integréni) konstanta @& je karenem tzv, charakteristické rovnicktera vznikne

dosazenim tohotfeSeni do diferenciélni rovnice.

ObecnéreSenidiferencialni rovnicen-téhoiadu je pak linearni kombinati nezavislych partikularnich
reSeni :

y=C; Beal't +C, BEaZI +Cs3 @0’31 +......

Tolik k obecné teorii. Dostme nyni vySe uvedeny partikularni integral do mi&rencialni rovnice a po

vykraceni exponencielnich vyriadostaneme charakteristickou rovnici :

a?+2ba+a?=0

Tato rovnice je kvadratickd, imeme tedy hned napsat jeji standaidgéeni :

a1o = -b+ \/b2 _0)2

Existuji tak d¥ partikularniteSeni a_obecn@Seni bude mit tvar :

O konkrétnim tvaru tohoto matematického vyrazu pakodne velikost konstarft a w :

1) piipad malého tlumeni (b< w)

Za této podminky vznikne pod odmocninou zapornyazya oba kieny charakteristické rovnice jsou

proto komplexntisla :

a15=-bxiNw® -b?

Tento vyraz je$tzjednoduSime ozdanim :

— 2
Wy = wz -b Uhlova frekvence tlumenych kmit

(Duvod tohoto nadzvu pozname z dalSiéhki.)

Pak tedy bude :
0’12 =-b+ i.CLl
A obecné&eSeni zapiSeme :

y:C1 I}(_b+lw1 )t + C2 &(—b—la)l )t — e—bt mcl |]3+|0)1t + C2 I}—lwlt )



Vidime, Ze totoreSeni je také komplexni, ma tvar &ow redlnéhoclenu a_komplexniho vyrazu

v zavorce, ktery ovSem jiz umime identifikovat — je to koleni vyjadeni obyejnych, netlumenych
harmonickych kmii s thlovou frekvenciy .

Pro vyhodnoceni skutaych vychylek pevedemeradtji toto komplexni vyjadeni na ,obgejnou”
obecnou sinusovku (gtiavhodre zvolit integra&ni konstanty - viz minula kapitola ,Netlumené krijty
strana 9), prvni reédlnflen samogejm¢ ponechame.

Vztah pro skuténou vychylku tlumenych kmitbude mit potom tvar :

—_ —bt —:
y=Ale ™ Sin(ayt+¢,) tlumené kmity

| kdyz ziskany vztah obsahuje funkci sinus, dokoseestandardnim tvarem faze, rigs@me ho ozt
jako harmonické kmity, protoZergd sinem neni konstantni amplituda, ale klesajipbeenciela, ktera
sinusovku witym zpisobem ,deformuje”.

Jestlize by ovSem tlumeni nebyloiijis vysoké” — coz by se projevilo tak, ze hmotrgdbby vykonal
SVESIi paet” vykyvi na ol strany, neZz by se jeho maximalni vychylka ,&ilpiiblizila“ k nulové
rovnovazné poloze (viz nasledujici obrazek) — pgkhom takové kmity mohli interpretovat jako

kvaziharmonickpriblizné harmonické) , které sice maji stalou uhlovou fexlai w4 , ale promsnnou

amplitudu, klesajici £asem podle vztahu :

amplituda tlumenych kmif




Pozn. :

Pro grafické znazo#mi kmiti bylo nutno pomocokrajovych podminekilohy konkrétg vypaositat konstantyA

a ¢ Vv obecné rovnici kmit (jsou to tedy d¥ integrani konstanty, jako v kazdéeSeni diferencialni rovnice
druhéhoradu).

Nejjednodussi je definovabdéatedni podminkypohybu : nechnagiklad vychylime hmotny bod (tj. natdhneme
pruzinu) do ®jaké paateini klidové polohy (nafiklad jednotkové) a pak ho vypustime g@@Eni nulovou
rychlosti - velikosti vychylky a rychlosti hmotnétbodu v pdateinim (nulovémyase tedy budou :

Y(0)=y, =konst=1 [ m]

v(0) =vy =konst= 0 [m/s]

Nyni napiSeme obecnou rovnici pro vychylku :

y= AR in(w; t+4,)

A jeji derivaci utime vztah pro rychlost :

v=T = Af-b) e in(wy t+g,) + AT Ty os(wy t+ @)
Do techto rovnic pak dosadime stanovenowateni vychylku a poateini rychlost :

Vo =1 = AR PP Bin(w, 0+4,) = AGing,

A-b)2 PP Bin(w, 0+¢,) + AR™0 v Gos(wy 0+, )
-b[ALSINg, + Alw [tos¢

Vo =0

Dostaneme tak égwovnice pro d¥ neznamé integtai konstanty. Pro jejickeSeni plati :

Goniometrické funkce ovSem neunitofi jednoduché explicitni vyj&eni integrénich konstant,feSme proto
jen pipad velmi malého tlumenib(<< w ), kdy mizeme piblizné psat :

wOw  tgg, > 1
= ¢, 0Z ALC1

Konkrétni vztah pro vychylku pak bude mit jednodutiar :
— -bt 4; T
= + T

y = 1& " $in(w t > )

Nebo-li :

y = e toswyt

Aby bylo zardeno velmi malé tlumeni pohybu, byl pro zndzmintéto funkce naigdchozim obrazku pouzit
pomér w:b = 40:1.

Z vySe uvedeného vztahu peg :

= Va? -b° < w

je dolye vidkt, Ze _dhlova frekvencen; tlumenych kmit je menSinez vlastni uhlova frekvena®

(kterou by ndl oscilator, kdyby nebyl tlumen).

Doba kmitu je tedy &Si — jinakie¢eno -tlumené kmitani je pomalejdiez netlumené :

T =

2n
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Bézné pouzivané ozri@ni periodapro T, zde neni #li§ vhodné, protoze tlumeny pohyb viasth
matematicky pesré vzato - _neni periodicky pribéh funkce se fece kvili klesajici amplitud nikdy
neopakuje

Pozn. : Tlumené kmity jsou tedy také pseudoperiodickyoimybem : nulové body za sebou sice nasledujio vné
poloviré doby kmituT, , stejé takovéa je i doba mezi dma po sob nasledujicimi krajnimi vychylkami, ale
napiklad pohyb oscilatoru z nulové polohy do krajnickiylky trva kratSi nez dobu nez pohyb z této krajni
vychylky zpst do nulové polohy.

Brzdici sila tedy kmity harmonického oscilatoru i a postupdé zmenSuje jejich amplituduVelikost

konstanty Gtlumup ma proto zasadni vliv na vznikly pohyb hmotnéhotwbod
Protoze doba kmitul, je periodou funkce sinus, itheme jednoduSe vypitat ponér dvou po sob

nasledujicich maximalnich vychylek na jednu stratedy vychylek véasecht at+ T, :

y(t) AR P Gin(ey t + ¢, ) _ othTy
Y(t+T) AT Gin(ay (t+Ty) + ¢o)

Tento (bezrozrrny) pongr se oznduje jako Gtlum A a vidime, Ze je stejny pro libovolna &dv
stejnolehla maxima - pro dany tlumeny oscilatotgdy charakteristickou, konstantni vetou (stejré

jako konstanta utlumhb) :

- Y(t)  _ bm
y(t+Tp)

Jeho pirozeny logaritmus se nazyl@garitmicky dekrementd tlumenych kmit :

b
O =InA =Db0=21— logaritmicky dekrement

!

Se znalosti &hto veltin je pak mozno u daného oscilatoru jednoduSe sthrkmnstantu Gtlumu,

potrebnou pro vieSeni pohybové rovnicei{mé experimentalni geni této konstanty z jeji definice totiz
jisté neni jednoduchou zalezitosti - musime mit peakkly pro néeni jak brzdné sily, tak rychlostiésa

i jeho hmotnosti) :

Post&i pouze oscilator rozkmitat a ze &mné periody kmit a z pordru stejnolehlych maxim ihned

piimo vypaitame konstantu Gtlumu :

b:ézm
Ty Ty




Jelikoz amplituda wuje celkovou mechanickou energinita, je zejmé, Ze u tlumenych kniitdochazi

k postupnému poklesu této energie, v lingiz na nulovou hodnotu, kdy kmity vymizi.
Ubytek celkové energie je &goben praci brzdici sily a tato prace séegith sil ,bez uZitku* mini na

tepelnou energii.

ProtoZze viskézniteci sila, umarnd rychlosti, _neovlivnimechanickou energii hmotného bodu fi (p
vypoctu potencialni energie se uvazuje nekoigpomaly pohyb, kdy je tato sila nulova, i ywypoctu
energie kinetické hraje roli pouze rychlost)izeme pro stanoveni energie tlumenych knajuzit vztah,

odvozeny v minulé kapitole pro va@ikmitajici hmotny bod :

W= W, +W, = I mawfA®

Do této rovnice pak pouze dosadime parametry tlyotekmiti — jejich thlovou frekvenci a amplitudu :
W= 1mafAf = Imaf(AR™)? = I maf A2 2D

Vznikne tak pouzitelny vztah pro celkovou mechaaicknergii ttumeného oscilatoru :

— 2 2Dt : , s
W = % ma)lz AZ (& 2P energie tlumeného oscilatoru

Je dolbe vickt, Ze celkova energie tlumeného oscilatoru je egpoialre klesajici funkcicasu, limitré se

blizici nulové hodnet stejré jako vychylka tlumenych kmit

Pritom Ubytek celkové energie tlumeného oscilatoru za jednathsu mizeme lehce vypgtat jako

éasovou derivacitéto funkce :
dw _ d

T maf A>e?P) = I maf AP e?P [-2b)= -2bW

Béhem jedné periodigmiti tedy dojde ke ztrétenergie o (kladné) velikosti :

W - opr, = 2DWRT | 4mbW

dt wy w;

Wl =

Namisto této vetiny se ale Ubytek energie tlumenych kimi€tSinou charakterizuje relativni véiou

kvalita_oscilatoru (quality factor)Q , ktera se definuje jak@r — nasobek podilu igdni hodnoty

celkové energie oscilatoru (v jedné pedidahitia) a ztratytéto energie ghem jedné periodmita :

Woss
Q = 2 03" kvalita oscilatoru
W




Po dosazeni zipdchozi rovnice dostaneme :

Q — ZHDWSV — ZﬂDWST]’[Ccl — G DWSV
W, 47bW  2b W

Velky prakticky vyznam, zejména v elektronice, mépad velmi_malého tlumeni, kdy konstanta

tlumeni je daleko mensi nez vlastni frekvence agmil :

b << w velmi malé tlumeni

V tomto pipact béhem jedné periody se amplituda kind tedy i energie zmenSi jen nepateproto

sttedni_hodnoteenergieb¢hem této periody jeifblizné rovna _okamzité energiiv kterémkoliv mist

periody) :
Wy L W

A stejre tak frekvence nucenych kniife iblizné rovna vlastni frekvenci oscilatoru :

W = w’-b? Dw

Potom ovSem bude :
2b W 2b W 2b

Q:

A pro kvalitu oscilatoru tedy dostavame velmi jedaohy vztah, ktery obsahuje pouze zakladni
koeficienty z pohyboveé rovnice :
Q= — kvalita oscilatoru (pti velmi malém tlumeni)

2b

Je Zejmé, Ze kvalita oscilatoru je potom velmi vysoka :

("
= — > 1
Q 2b

A je také dobke vidst rozumny smysl této veiiny : oscilator s vysokou kvalitouQ - musi mit (i

dané frekvenci) malou konstantu tluméni jeho amplituda tedy budestasem klesat jen velmi pomalu —

a proto takovy oscilatorwydrzi kmitat velmi dlouhou dobu , nez se utlumi.




2) pripad silného tlumeni (b> w)

Nyni je pod odmocninou kladny vyraz arkay charakteristické rovnice jsou tedy readnéba dva jsou

ziejmé z4porné

0’1’2 =—bi\/b2—a)2 < 0

A obecné&eSeni je potom také realnym vyrazem :

_ a t ast - )
y=C,[&"1" +C, [&"2 silné tlumeni

Tato funkce jako superpozice (set) dvou zapornych exponenciel je monotént klesajici a

asymptoticky se blizi nuloviéodnot (viz obr.).

Vychylime-li tedy sil@ tlumeny oscilator, vraci se zvolnagzplo rovnovazné polohy, aniz bygkmitnul

do op&né vychylky. Takovy pohyb se nazywaperiodicky.

Pozn. :Pro grafické znazomi kmith uréime ot integra&ni konstanty, nyni to jsou konstanB; a C, , pomoci
stejnych okrajovych podminek jako u malého tlum@ni jednotkova peateini vychylka hmotného bodu a
jeho nulovéa p&éteni rychlost), které dosadime do obecné rovnicevgohylku a do z ni vypsitaného vztahu
pro rychlost :

y — Cl @al.t + C2 @az.t
V:% = Ci B:,‘al't +Cy [tro B&‘az't
Tak dostaneme :

vo=1=C e%+c, @0 = c,+C,
Vo = 0 = Cyry 270 +C, ar, @729 = ¢, ary +C, iy
8



Re3eni &chto dvou rovnic je :

- a
Clz—z
a, - az
a
sz—l
a, - aj

Dostavame tak konkrétni vztah pro vychylku, do éhter pak dosadime zvolenou konstantu Gtlumu a Vlastn
thlovou frekvenci (jsou obsazené v konstantéch C,, viz vyse) :

— as aqt ag an 1l
Y=, tog-g B
1 2 1 2

Pro vypaet kivky v uvedeném grafu byl pouzit pémb:w = 10: 8.

Pro zajimavost fizeme jedt zhodnotit extrémni (limitni) idpad velmi silného tlumeni, kdy by konstanta Gtlumu
byla nesrovnatekvétsi nez ahlova frekvence (b »» - a kdy by tedy platilo :

a; = -b+yb?-a? =0

» = —b-vVb?-a? = -2

Pak by integréni konstanty rily velikost :

_ —ay _ -(-20) _
G = a, - a,  0-(-2b) 1
- a; — 0 -
C2 a; - a, 0 - (-2b) 0
A vychylka hmotného bodu by praktickyistavala na ptatesni hodnot :
y:_ 0’2 malt + al |]30'2t ~ 1 Eot +O|]E—2bt :1
a, — az a, — a3

Velmi silné brzdici sily by tedy nedovolily navitainotného bodu do nulové polohy (v kdnémcase).

3) mezni ptipad tlumeni (b =w)

Za tchto podminek existuje jediny k&n charakteristické rovnice :

aio =-b

A dostaneme tedy jediné partikularegeni :

y=C ﬁ—b.t

Druhé nezavislé partikularrieSeni pak muselo byt nalezeno zcela jinym matehyeticpostupem -

uvedeme zde pouze vysledek :
y=Cime ™
Line&rni kombinaci&hto vyraz pak ot vytvoiime obecné&eSeni diferencialni rovnice praipad

mezniho tlumeni :

y=C Pt C, [ Pt = (C1+C, ) e Pt mezni tlumeni




Vychylka nengni znaménko, pohyb je &p aperiodicky, funkce vSaklesa k nule nejrychlejSim

moznym zjisobem, jde o tzvnezni aperiodicky pohykviz obr.).

Je to pipad nejdokonalejSiho tlumeni kmitavého pohybu.

Pozn. : Pro grafické znazo¥mi kmitd uréime ogt integra&ni konstanty C; a C, , pomoci stejnych okrajovych
podminek jako u malého tlumeni, tj. jednotkové&gieini vychylka hmotného bodu a jeho nulov&dte:ni
rychlost, které dosadime do obecné rovnice prowicha do z ni vypditaného vztahu pro rychlost :

y = (C1+C )™
v—oIy = (Ci+CoM)q-b) e +Cy @™ = (Cy-bC, +C, ) )& ™™

Tak dostaneme épdwvé rovnice, pro poatesni vychylku :
Yo=1=(C +C, M@0 = ¢,

A pro paateni rychlost :

Vo =0 = (Cp,-b[C;+C, ))& 0= C,-bIT,
Reseni &chto dvou rovnic je :

Cl =1

C2 = b[([:l =b

Konkrétni vztah pro vychylku, zndz@mou na obrazku, je tedy :

= (1+b)e ™

Z obrazku vidime, ze zmen3eni konstanty tlumeriivog@ni jiz relativié dosti malé hodnotyp = 10/ 8 w

na hodnotu pravrovnou vlastni thlové frekvenci , tib = w, skut&né vede k vyraz# rychlejsimu poklesu
vychylky.

DalSi zmenSeni brzdicich sil by pak jizigpbilo gekmit vychylky na druhou stranu - a tedy by do&ovikniku
kmitavého pohybu podle bodu 1).

(konec kapitoly) K. Rugiak, verze 01/2005, rev. 04/20086,

02/2008 — vzorov&eseni pohybové rovnice pro vSechnyitpiipady kmiti, uréeni integraénich konstant, nové grafy,

vypocet celkové energie oscilatoru, zavedeni Gtlumu,dodekrementu a kvality oscilatoru
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Nucené kmity

Se zmenSovanim amplitudy vigoichozim fipac tlumenych kmil (pfi malém tlumeni) klesa k nule
také celkova energie pohybu a zZgaky ¢as_kmity vymizi. Maji-li se tedy tlumené kmity udrZet, je nutné

ztracenou energii dopbvat praci vijSi sily. To je gipad buzeného harmonického oscilatoru

Pro dosazeni konstantwysledné amplitudy kmitje Zejmé nutné neferusované bézné misobeni sily,

spojitt sledujici pohybhmotného bodu, pbéh sily musi tedy byt periodickyNejjednodussi takova

budici silabude mit sinusovy jpbéh s Uhlovou frekvenci2

Fo, =F5 [sin@t harmonicka budici sila

Pridame-li tuto silu k pruzné sile a k viskoztddi sile, vznikne pohybova rovnice :
2
mif Y - k-8 + F, minot
2

dt dt
Po analogickych Upravach jako u tlumeného oscilétor
.. B .k Fo .
y+—Oy+—0Oy=—205in0Qt

m m m

Zavedeme-li dale v rovnici také stejné konstanky ja tlumeného oscilatoru :

— wZ o )
- vlastni Uhlova frekvence

=2b konstanta Utlumu

S|lw||3|x

Dostaneme tak kogay tvar rovnice :

y : Fo -
y+2by+ a)zy = FO [SINQ't pohybové rovnice nucenych kit




Kromé pravé strany je tato rovnice shodnd s diferenciatvnici tlumenych kmit - je to tzv.

nehomogenni_diferencialni rovnice Fripomaime si ogt matematické znalosti obecnéieSenitakové

rovnice se sklada z_ obecnéhieSeni prislusné homogenni diferencialni rovnice a z jednoho

partikularnihoteSeni_nehomogenrovnice.
ObecnéreSeni homogenni (bez pravé strany) diferenciaimice jiz zname je to rovnice tlumenych

kmita (budeme uvazovat jen malé tlumeni, jinak by viaseslo o kmity).
PartikularnireSeninehomogenni rovnice (s pravou stranou§asto hledd zkusmo. V tomtgipact je

vSak i fyzikalni divod (viz nize) prdeSeni ve tvaru :

y=ALIN(Qt+a@,) partikularni reseni

Obecné&eSeninucenych kmit pri malém tlumeni bude mit tedy tvar :

y=C & P! [Sin(ew t+¢,)+ ALSIN(2t+ @) obecnéfeSeni nuc. kmik

Dvé ¢astiteSeni jsou vlastndisledkem dvou vlii na pohyb hmotného bodu : prvnim je spéigbeni

tieci a pruzneé sily -igledkem jsou tlumené kmityyjadené prvnintlenemieSeni. Ribéh téchto kmit
dolre zndme a vime, Ze péjaké dolg (tzv. prechodovy stav) prakticky vymizi
Pak Zistane nenulovy pouze drukiien (partikularniteSeni), ktery je Zisoben druhym vlivem - budici

silou (protoZe obsahuje jeji paramé®). Vidime, Ze jde o harmonicky kmitavy pohyb stefrékvence

jako ma budici sila(ne v3ak stejné amplitudy a faze).

Obecné&eseni v ustaleném stayje tedy uéeno pouze partikularnit@Senim diferencialni rovnice :

y=Alsin(2t+@,) nucené kmity v ustaleném stavu

Veliciny A a @, jsou vlast® integra&nimi konstantampartikularnihoreSeni a musi byt nalezeny tak, aby

totofeSeni vyhowlo Uplné nehomogenni diferencialni rovnici — dosagliho tedy do této rovnice :

Potebujeme nejprve jeho derivaci :

ﬂ/:AEDE:OS(QHQ?O)

dt
A jest druhou derivaci :
2
d—zy = A2 BIN(Qt+ D, )
dt

A nyni mizeme dosadit do pohybové rovnice :
: : Fo .
- AQ? Sin(2t+ @, )+ 2bAQ cos(2t+@, )+ A’ sin(Qt+@,)=—205in2t
m

2



Rovnost levé a pravé strany rovnice znamena Wastvnost dvou funkcéasu, kterd musi byt sgina
pro libovolnou hodnotu proémnét . Pro nase dvneznaméA a @, potrebujeme vytviit dvé ,obycejné”

- ngasove rovnice. Dosadime tedy postudaa tizné konkrétnéasy :

S

t=-—1 ... potom bude Qt+ @, = 0 ataké Qt = — @,

—
1

o
+

rel
_CD 7l
Q

7l 7l
....potom bude Q t + @, = P ataké Qt = 5 - @,

A vzniknou tak d¥ rovnice pro d¢ nezname

~ AQ?sin(0) + 2bAQ cos(0) + Aw’ sin(0) = F—rs [Sin(- @, )

- AQ% sin(Z_T) + 2bAQ Cos(l_T) + A’ Sin(l—T) _Fo E‘sin(l—T— @,)
2 2 2" m 2

Rovnice upravime pomoci znamych hodnot trigonorietoh funkci :

2bAQ = - 0 sing,
m

~AQ?+ Aw? =T [E0s®,
m

Jestlize pak prvni rovnici v@time rovnici druhou, vykrati se amplitudaa dostaneme ihned vztah pro

fazovou konstant@, (viz dale).

K nalezeni druhé neznamé jeS& umocnime obrovnice na druhou a &&me :

(20AQ)? + (—A_(22+Aa)2)2 = (-1)? [EF—nC]’)Z &in? @, + (F—n?)z [tos’ @,

Na levé i pravé stranqmiazeme provest vytknuti :
= 2
A [ﬂ(zbg)2 + (-2%+af )2) = (—Oj [ﬁsin2 @, + cos cpo)
m
Nalevo umocnime dvdlen a na strahpravé pouzijeme vztah pro s@i kvadratu sinu a kosinu :

AZ [ﬁ4b2;22 + (o —02)2) = (ijz il

m



Rovnici nakonec odmocnime a tak pro amplitudu ngclerkmiti (a pro jejich fazovy posuv oproti

kmitam budici sily) dostavame vztahy :

Fo

1

A= E

9P, = -

M (P - Q%) +ap20?

a)z—Qz

PovSimrite si v ndsledujicich grafech obaghto funkci :

A= A(Q)

® = d(Q)

zejména zavislosti amplitudy nucenych kimita frekvenci budici sily tzv.rezonan‘ni kiivka :

max

-Tv2

Rezonanni kiivka za&ind na nenulové gatesni hodno¥ A, coZ je vlastd amplituda pi nulové

frekvenci Q — jinak feteno je to maximalni vychylk&, (hmotného bodu na pru&irtuhostik ) pri

nekon€né pomalém naristu vrEjSi budici sily - az do jejiho maximk, . Je jasné, Zeipom musi platit

pro pruzinu (pro pruznou silu) rovnice :

Fo = k[Ay



KdyZz si pedstavime, Ze bychom nataZzenou pruzinu s hmotnyderbov této maximalni vychylce
uvolnili (od budici sily, i od silyfeci) - pak by se hmotny bodepré rozkmital netlumenymi kmity,

které by ndly vlastni frekvenciw a pra¥¢ tuto amplituduA, (sta&i uvazit zachovani energie kiinjt

Patétetni amplitudarezonawini kiivky se tedy také rovnamplitudé vlastnich kmiii oscilatoru (tj.

kmita naSeho hmotného bodu na dané prydiez gisobeni tlumici i budici sily) :

F
A (2=0) = ?0 pocatetni amplituda = amplituda vlastnich kmit

Stejny vyraz bychom samigmé meli také dostat imym dosazeninmulové budici frekvenc&? do

obecného vztahu pro amplitudu nucenych kr(ekuste sami).

Z tohoto vztahu je také ihned ¥igl Ze pro velmi vysoké frekvendrudici sily 2 — o) klesa amplituda

limitné az k nule - tj._kmity zanikaji (pro jakkoliv vysokou budici silu atfipnenulovém tlumeni, jde

vlastre 0 minimum rezonami kiivky).

Nazev ,rezonatni kiivka“ pak souvisi sjevem rezonance ktery typicky nastava u nucenych kind

ktery je charakterizovan silnym rigtem amplitudy kmit a vznikem vyrazného maximgri urcité

hodnot frekvence budici sily — je to tzeezonaréni frekvence Qye, .

Tuto velmi dilezitou veltinu stanovime dale standardnim matematickym postype hledani extrému

funkce :

dA _
dQ

0

Z divodu konstantnihe¢itatele a monoténni funkce ve jmenovateli (odmoaphipostéi ovsem derivovat

pouze vyraz pod odmocninou:
—40(w? - 2%)+80°Q =0
Vylou¢ime-li 2 = 0 (to jist neni hledané maximum), dostaneme :

—a?+0Q%+20%=0

Druhé, nenulové&esSeni je tedy :

— — |, 2 _ ~R2
-Qmax - -Qrez = VW 2b rezonarni frekvence




Maximalni_hodnotu amplitudypak lehce ziskame dosazenim této frekvence donébe vztahu pro

amplitudu :
Fo 1 _Fop 1

A=
M J(@?-Q2,)% +4b20Q2, ™M \J(w?-(w?-2b2))2 +4b%(w? - 2b?)

Provedeme-li matematické Ukony ve vyrazu pod odmmocna pouzijeme-li je8tvztah pro uhlovou

frekvenci_tlumenychkmita :

w, = [0 — b2

dostaneme nakonec velmi jednoduchy vyraz :

_ Fo
Amax = 2mb

maximum amplitudové rezonance

Pfi zkoumani nucenych knditse - podob# jako u kmifi tlumenych -¢asto pouziva velina kvalita
oscilatoru Q, ktera charakterizuje ubytek energie Knfje definovana jak@r — nasobek podiluistdni
hodnoty celkové energie oscilatoru v jedné peri&thitd a ztraty této energie¢bem jedné periody

kmitu, viz minula kapitola , Tlumené kmity") :

W..ss
Q = 2 St kvalita oscilatoru
W

Jev rezonance mé velky vyznamejména za podminek velmialého tlumenj kdy konstanta tlumeni je

znané mensi nez vlastni frekvence oscilatoru (takové j&tSinou elektrické rezon&ni LCR obvody) :

b<<w velmi malé tlumeni

V tomto pipack je rezonadni frekvence prakticky rovna vlastni frekvemwsicilatoru :

Qg = V? -2b% Dw

A stejre tak frekvence nucenych knait

W = W’ -0 Dw




Kvalita oscilatoru je pak zadhto podminek velmi vysoka Ize pro ni odvodit jednoduchy vzorec (viz

opct minulou kapitolu) :

w
Q= b >> 1 kvalita oscilatoru (p/i velmi malém tlument)

A pro maximalni amplitudu kmitpii rezonanci Mizeme potom psat (a provedeme malou Upravu) :

F, F, _F o F
o ] ) — 0] = = )
Amax 2mbaw,  2mbw me? 2b  ma?

Dosadime-li za vlastni ahlovou frekvenci jeji d&fimi vztah :

vznikne na prave strarjeSt pocateini amplituda (viz vySe jeji defigmi vztah) a celkem tak obdrzime

velmi jednoduchy a velmi zasadni vztah :

AYnax = Ao EQ maximum amplitudové rezonance

Pii_rezonan‘ni_frekvenci(ktera se piblizne rovna vlastni frekvenci oscilatorujiojde tedy @i vnéSim

buzeni keOQ— nasobnému zesileni amplitudy vlastnich kénitscilatoru.

Za velmi malého tlumeni (tedy pro vysok®) je rezonadni jev navic velmi ,ostry” - tj. amplitudové

maximum je velmi Uzké- jehopoloSika A€ (Sika kivky maxima v polovig jeho vysky) je nefimo

ameérna hodnat kvality Q :

40 ==
Q

Potom tedy B postupri rostouci frekvenci budici sily (nag. postupné zvySovani @&k motoru)

amplituda kmiti roste nejprve jen zvolna, ale pak velmi nahlgii malé znéné frekvence (v malém

frekvertnim intervalu) - nastane rychly ri&t amplitudydo jejiho maxima.

Vyuziti amplitudové rezonance :V elektrickych rezonamich obvodech i vysoké kvalit oscilator

piesré ,, najde, vybere a zesflikmity své rezonagni frekvence — a to z celého spektra frekvenciékte

jsou na #j privedeny, nafiklad z antény (to je vstupni obvodjakého pijimace, znenou jeho

rezonakini frekvence pak probiha ,ladi* piijimace).



Je to také nezé&douci jev rezonance strojnich sgasti (kritické otéky hridele), rezonance staveb (viz

acinek hlasité hudby na hradby Jericha ...... acpse asi pouziva znamy povel ,zrusit krok" pro

pochodovy utvar na masP)

Priklad aplikace : oscila¢ni sériovy obvod LCRs vrgjSim budicim sfidavym zdrojem (viz obr.) :
U=UpI[sin@t

Nebo pro dosazeni zcela identickeé vysledné rovaegredpokladat :

U :umtsm(gug)

u(~) 1

[
I
C

Podle 2. Kirchhofova zdkonpotom plati Q je naboj na kondenzatoru) :

RO =U, Gin(@t+2)-Lif +Q
2 dt C

Rovnici derivujeme podléasu :
2
R —u, mos(@t+ Fy- Ll 4 1 HQ
dt 2 dt2 C dt

Jest vyuzijeme definici proudu jako nabojeggmeseného (prezem vodie) za jednotkuiasu a jeho

souvislosti s firastkem naboje na kondenzatoru :

= _dQ
dt
A po jednoduchych Upravach rovnice dostaneme :
i+Rgstpg=Unm 2 5inQt
L LC L



Pro elektricky proud v obvodu tedy plati formélshodna rovnice jako pro mechanické nucené kmity.

Pro konstanty tak dostavame :

R_op, A2 Unt2 _F
L LC L m

Matematicky vztah pro elektricky proud v ustalenétavu bude proto také stejny jako pro vychylku

mechanickych kmit :
| =1 [SIN(2t+@,)
A jeho amplitudu vypéitame ze vztahu pro amplitudu mechanick)'/ch kmit

_F I 1

M J(w? - 22)? va?2? \/( 222 + (R )_(22

Dostaneme tak zndmy vztatOhmiiv zakon pro stidavy obvod

Um

Im =
\/(—Q.L)2+R2
QcC

Pro fazovy posuv pak bude platit :

tg@o:—ﬂ: :A

2_ 2 R

Z téchto rovnic tedy vyplyvaji vS8echny znamé vztahyyp impedance a fazové posuvy védstvych

obvodech, ¥etné rezonamini frekvence a kvality oscilatoru.

(konec kapitoly) K. Ruik, verze 01/2005, rev. 04/2006, 02/2007, 04/2008



Skladani rovnobéznych kmita

Principialre se nejedna o Zzadny novy problémi,jsou kmity rovnobzné, nebo iznokezné (viz dalsi

kapitola), vZzdy viasttijde o obyejnéskladani mechanickych pohyb, které je BZné v technické praxi

acasto uzivané ve Skolnichiiladech (plavec plavergsieku, vrh svisly a Sikmy, pohyb po spiréle, ...).

Uvédomme si, Ze podle 2. Newtonova zakona je kazdylpalisledkem utité pisobici silya podle

principu superpozicejsou vSechny pohyby, které chceme skladat, va&jeroela nezavislé

Proto tedy mizeme kazdy jednotlivy (dil) pohyb vypd@itat zcela _samostatnpouze z pohybove
rovnice s pislusnou silou (ktera ho #pobuje) - a z&rem pak vSechny dil pohyby v libovolném

pofadi slozime (s&eme).

Nyni si tedy pedstavme witou modelovou situaci, kdy na jediny hmotny boik@bi d¥ nezavislé

pruzné sily ve stejném gmu (osyy ). Predpokladejme obeénrizné sily, tj. siiznymi konstantami

pruznosti :
Fi=-k¢ly
Fo =k Ly

Vysledkem samostatnéhdigmbeni kazdé této sily na hmotny bod jsou potontykothecrk vzajemrd

odliSnych vlastnosti :
yi=Alsin(aqt+¢q)
Yo = A Lsin(w,t+¢5)

Kde pro uhlové frekvence plati standardni vyrazy :

2k _ko
“ m “ m

V tomto jednoduchém ffpact dvou jednorozrérnych pohyhi v jedné ose, ziskamerysledny pohyb

prostym skalarnim _sowtem obou jednotlivych vychylek hmotného bodu - a butte opst

jednoroznérny pohyb ve stejné osg/|() :

y=Y1t+Yy, = ASIn(at+g )+ A lsin(wt+¢))

Hlavnim parametrem, ktery rozhodne o konkrétnimledlau tohoto sottu, je frekvence obou dich

kmita. RozliSime proto dva zasadrtigady :



1) Sklddani_rovnobéznych kmiti stejné frekvence

V tomto gipact tedy bude :

G1=Gr =0

Vychozi kmity jsou potom popsany rovnicemi :

y1 = A lsin(at+¢q)

y2 = A LSin(wt +¢;)

A pro vysledny pohyb plati rovnice :

y=yp+ Yo = Arlsin(at+gy)+ Ay Isin(at+¢,)

Jde Zejme¢ o nejjednodussi moznyipad skladani rovna@inych kmiti. Jiz @i diskusi pohybové rovnice

harmonického oscilatoru jsme dosli k 2ay, Ze sottem dvou sinusovelstejné frekvence je é&p

sinusovka nezeméné frekvence(ma ale jinou amplitudu a fdzovou konstantu).

Pouzijeme tedy opakovasolwtove vzorce :

y = A (sinat [cosgy + cosat[sing,)+ A, (sinat [cosg, + cosat[sing, ) =
= sinwt [{A; cosgy + A, cosg, ) +coswt [{A; sing; + A, sing, ) =
= sinwt LA cosg + coswt LASIng =
= ABIn(wt+¢)

Vypocet tak potvrzuje, Zeysledny pohyb je skuté€né opét harmonickym pohybem stejné frekvence

jako vychozi kmity. Jeho amplituda fazova konstantgsou uteny d¥ma vztahy, které jsme pouZili

pii vypoctu (viz vyse) :

Acosp = Ay cospy + Ay COSH,

Asing = A sing, + A, sing,

Dostavame d¥rovnice pro d¥ neznamé A, @) , jejich vyteSeni se ale nebudemauvat. Je ejmé, Ze

pouzivani goniometrickych funkci s realnymi vyclaitki vede k cili poékud £Zkopadnou cestou.

Ukazme si dale, jak naopalouziti_komplexnich funkci pri skladani kmit je velmi jednoduche

elegantni :

Nejprve oktma jednotlivym kmitaim pritadime komplexni tvary (komplexni funkce) :
01 — Al |}|[(Cb[t+¢l) — Al @I[¢l &”ﬂ)[ﬂ — I’A\l @”ﬁ()m
02 — A2 |}|mwm+¢2) — A2 &”@2 &”ﬁ()m — AZ &”ﬁ()[ﬂ

Potom komplexni tvar vyslednych kmit bude jejich sottem :

=0y +0, = A @ @04 A, @7 = (A + A, ) @7

2



Vidime, Ze prév stejna frekvencekmiti umoziuje vytknutiexponenciely a séeni obou komplexnich

amplitud do vysledného komplexnilitsla - které ogt - jako kazdé komplexriislo - mize byt zapsano

ve tvaru komplexni amplitudy, obsahujici (nyni skal) amplitudu vyslednych kniit A a jejich fAzovou

konstantug :

Vznikly standardni tvar komplexniho zapisu kimiedy opakova® a velmi jednoduSe dokazuje, ze

vysledné kmity j[sou o@t harmonické se stejnou frekvenci jako oba fivodni kmity.

Pritom vysledna komplexni amplituda je séiem obou pédate‘nich komplexnich amplitud

A=A+ A vysledna komplexni amplituda

To znamend, Ze vyslednou amplitudu a fazovou kahsteelativié jednoduSe vypitame z hodnot
téchto veltin u patatetnich vychozich kmit :

i@ _ i@ i@
Ale - Al (&1 + A2 [ 72 vyslednéa komplexni amplituda

Scitani komplexnicktisel samoejmé znamena standardnicseni jejich realnych a imaginarnidasti.

V tomto gipact komplexnich exponencigd mozno také s vyhodou pouzit jejichafické znazoréni a

sa’teni jako vektoii , neb@ amplituda kmil je absolutni hodnotokomplexnihocisla (délkou Uskky,

vektoru) a fazova konstanta je jeho argumeni@mem, ktery vektor svira s 0soq) :




Amplitudu vyslednych kmit je pak moZno jednoduSe a@f&t z grafujako délku vysledného vektoru,

nebo ji Ize také vypoitat pomoci kosinovédty :

2 _ A2 2
A"=A + Ay +2A Ay cos(¢; — 91)
Ze vztahu vidime vyraznou zvislost vysledné amglit na rozdilu fazovych konstant kiittj. na

fazovém rozdilu obou kniit;

¢ — 1 fazovy rozdil kmik

Pouziti komplexnich amplitud ve spojeni s grafickmetodou umaiuje tedy velmi rychléstanoveni
vyslednych parametrkmit, tj. vysledné (skalarni) amplitudd a vysledné fazové konstangy.

Pouziti komplexnich amplitud je také velmi vyhogmé feSeni nasledujiciho problému

Maximum a minimum vysledné amplitudy :

Zejmeéna v technickych aplikacich jsotiefité extréemnivysledné pohybové stavy, tj. stavy s maximalni
nebo_minimalniamplitudou kmit (u mechanickych konstrukci z toho plyne maximah@bo minimalni

namahani materialu v elektrickych obvodech jde o zesilenebo_zeslabeniysledného signalu, je to

také principéinnost mnoha interferénich a difraknich gistroja, atd.).
Praw z grafického znazosmi komplexnich amplitud je ihned jasné, Ze pmaximalni vyslednou
amplitudu musi byt oba gateeni vektory souhlashrovnolE&zné, tj. musi platit (viz obr.) :

~

y A

Pr=¢1=¢

Nebo jinak :

¢~ 91 =0

Dostavame podminku pro fazovy rozdil obou KmiFripustime-li obec#é jeho libovolnou velikost,
muzeme zobecnit :

$>—¢,=0x£n.27 n=0,1,2,3... (celéislo)

Nebo v nejjednodussim tvaru :



$o—@=%x2nm podminka maxima

Slovre : Fazovy rozdil obou kniit je roven sudému nasob&isla 7z kmity jsou tedy ,ve fazi“.

Stejre lehce vidime z grafu podminkminimalni amplitudy - péateini vektory musi byt nesouhlasn

rovnokezne :
y A~
A,
A
¢y
/ P, X
A,
¢o—@91=nxn2n
A tedy v kongéném tvaru :
$o—¢91=xt(2n+1)m1 podminka minima

Slovre : Fazovy rozdil kmit je roven lichému nasobkisla 7z kmity jsou tedy ,v protifazi“.

Poznamka k alima podminkam Znak ,plus minus” v obou vztazichidziuje, Ze nezélezi na kladné,

¢i zaporné hodnétfazového rozdilu. Pokud definujentislo N jako celé, kladné i zaporné, uireme také

tento znakvypustit, nebo Ize pouZzit na levé sanvnic absolutni hodnotu fazového rozdilu.

2) Sklddani_rovnobéznych kmiti rizné frekvence

Vychozi kmity maji tedyizné frekvence, obeé&n amplitudy a fazové konstanty :
y1 = Aclsin(a t+¢,)

Yo = A Sin(ant+¢;)

A vysledny pohyb je ot jejich sodtem :

y=y1+y, = A Bin(wt+¢1)+ A ISin(apt +¢)




Na rozdil od pedchozich kmit stejné frekvence tento st nelzevyjadit néjakou harmonickou funkci,

nelzeho ani pevést na jinou analytickou funkci, dokonce olieemi nejevi periodénost.

Tato vlastnost je u kmit dosti zavazna, zjistime tedy v dalSi¢adcich _podminky perio&inosti

PouzZijeme obecnou matematickou definici periofijmkce jako (nejmensSiho) intervalu nezavisle

proménné, po kterém se (vZdy) opakuje hodnota funkgeji@ribéh, viz obr.) :

A

“a-
I A

Jestlize tedy funkcey(t) ma mit &jakou periodul, musi Zejmé vzdy platit :
y(t)=y(t+T)

Dosalme sem nasi funkci vyt¥enou sottem kmiti rizné frekvence :

A Lsin(ayt+gr)+ Ay Lsin(apt+¢y) =

= A BIN(w (t+T)+¢1)+ A L8in(ay (1+T)+@7)

Jedind moznostajiSeni periodénosti u gchto komplikovanych gibéhi je Zejmé rovnost sinusovek

stejné frekvence na obou stranach rovnice, tj. :
Aclsin(agt+¢1) = Aglsin(ay (t+T)+¢q)
R LEin(apt+ @) = A LEIN(ap (1+T)+97)

Dostavame rovnost funkci o znamé peti¢dr) . Rovnost periodické funkgero dw hodnoty nezavisle

proménné ovsem znamena, Ze tyto hodnoty se liSigpodperiodu, nebo o jeji libovolny ndsobhektoho
tedy plynou nasledujici podminky pro faze uvedersiohsovek :

at+¢1 =0 (t+T)+¢y +n 27
Wt+gs =wo (t+T)+¢r+ny 21

kde Ny a N, jsou libovolna celdisla



Po Upra¥ :

O=a;1T+n1272

O=awpT+ny,21
Cleny s frekvencemiievedeme na levou stranu aabvnice vydlime :
a T _n2n
w T B N, 211
Vznikne tak jednoducha podminka periodsti :
WM , | |
W - Ny podminka periodfnosti

Uhlové frekvence vychozich kngitmusi byt tedy v po#inu libovolnych celychéisel

Toto konstatovani fizeme samdejme vyslovit i pro jejich frekvence nebo periody, nebd plati

zname vztahy :
aq _2ﬂf1_h_]/T1_T_2
w 2mf, f, VT, T

Zdélo by se, Ze jsme pro kmitzné frekvence Werpali matematické moznosti jejich popisu. Ukazsa

vSak moznost exaktnitteSeni nasledujiciho specialnihgpgadu :

3) Skladani_rovnobkéznych kmita blizke frekvence

Zde jde vlastd o predchozi problém s@tu kmiti razné frekvence ktery byl v principu niesitelny :
y=y1ty2 =Alsin(agt+gy)+ A lsin(art+¢;)

PouZijeme vSak fidavny gedpoklad_blizkych frekvenabbou kmifi, ktery se velmicasto vyskytuje

v technickych i teoretickych aplikacicfvelmi zajimavé a principialni jevy vznikajitipvzdjemném

puasobeni mird rozladnych oscilatoi (mechanickych i elektronickych, vzpottie také na nucené
kmity) a zejména pakipinterferenci virni blizkych frekvenci — vinové grupy, spektralnabmza) :

Ccliaz, C(.Jl—>CL2

Vzpomeime jeS¢ na minuly odstavec, Ze situacdi pkladani kmit rizné frekvence je velmi
komplikovana a zjednoduSnu#le tento problémipdpokladem stejnych amplitual stejnych fazovych

konstant, které v principu nemohou z2mit vysledek ,misobeni” fiznych frekvenci :



A=R=A

$1=0,=0

Pak totiz dostaneme jednodussi vztahy :

y=Alsinat+ Alsina,t=Al(Sinat+sinas,t)

A neni tedy problémem pouZiti klasickych &mvych vzord pro goniometrické funkcedino + sing ) :

y = A(ZBianosM)zZABin(al”L“z)t poglé1”¢2)t
2 2

Jestlize ozn&me :

CL1+602 —w
2

W=y _
2 (6}

Pak Ize jednoduSe zapsat vysledek :

y = 2ALtosaw,t [Sinwt kmity blizké frekvence

Muzeme konstatovat, Ze vysledek skladani dvouikbiizké frekvence ma slozity {gsch —matematicky

to_nejsou harmonické kmity - ale protoze zjewplati :

a1 tay _

L T - = =
> W = Wy

M:wo_,o = Tozi:ﬁ_)oo
2 fo ah

lze tento vysledek interpretovat jakwiblizné _harmonické kmity prakticky stejné frekvence jako

vychozi kmity, s velmipomalu proménnou_sinusovou amplitudou (protoze periodal, je velikd)

A =2Alcosa,t amplituda kmitz blizké frekvence

Tedy miZzeme psat :

y = Alsinat kmity blizké frekvence




Kmity Ize také oznét jako kvaziharmonické. Sinusovd amplituda nizké frekvence ivgakousi

obalovou kiivku pro kmity vysoké frekvence (viz obr.). Takovyysledek dostaneme také

v elektrotechnicei amplitudové modulaci

y = A’ sin wt

y A = 2A-cos w,t

Z obrazku vidime, Ze periodické #Zny amplitudy (maxima) se opakuji s pol@vii periodou, tj.

s frekvenci :
f, :i:E:ZfO:Z@:Eﬁbl_az _2nfy -2nf; _ f, - f,
T Tq 2m T 2 2

Dostavame jednoduchy vztah pro frekvenci periodibkgmeén amplitudy, v_akusticeazyvanychrazy:

fr=1-1 frekvence ra#

Vymizeni raz je tedy velmi pesnym indikatorem shody frekvenci dvou kit

Proto lidské ucho i bez ,hudebniho sluchu* tiopozné shodu frekvenci dvou toa je tedy naiiklad
mozno podle kalibrovaného zdroje (l&dy) dokonale naladit struny hudebniho néstroje dadsl

dohromady cely orchestr).

(konec kapitoly) K. Rusiak, verze 01/2005, rev. 05/2008



Vinéni pruZného prostiedi

Vznik vinéni a jeho popis

V minulych kapitolach jsme dosti podrobn¢ probrali riizné druhy kmith jako specidlni pohyb hmotného
bodu. Ve svété kolem nds vSak vétSinou nekmitaji jednotlivé hmotné body (a ani vlastné neexistuji), ale
kmitavé stavy pozorujeme u celych velkych makroskopickych téles — pevnych, kapalnych i plynnych ....
a pii popisu téchto pohybovych stavii pak pouzivime pojem viInéni.

Vsechna redlnd télesa jevi vZdy urCitou ,,miru® pruznosti - Casto se pouZzivd termin pruZné hmotné
prostiedi.

Pozndmka: O pruznosti pevnych latek nds presvédcuje Hookeitv zdkon :
o =EFE-e

To je vztah pfimé iméry mezi normalovym napétim (tlakem) a relativni deformact télesa, tj. :

F_ g Al
S [
—>
F‘

l"';'é'

At

Protoze deformace je vlastn¢ vychylka néjakého hmotného bodu télesa (viz obrazek - levy koncovy bod télesa)
z rovnovazné polohy, znamena tato rovnice zdkladn{ vztah pro pruznou silu (skaldrné, bez znaménka minus) :

F = ETSAZ = konst.- Al

Fyzikdlnim modelem kazdého tclesa je soustava hmotnych bodii a specidlné modelem pruzného
hmotného prosttedi bude soustava pruzné vdazanych hmotnych bodii , ve které mezi kazdymi dvéma
sousednimi body pusobi pruznd vazbova sila, kterd je imérnd jejich vzdélenosti (jakoby mezi témito
body byla nataZena pomyslna pruzina).




Bl T
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Y
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To ovSem znamend, Ze na kazdy hmotny bod ptsobi néjaka vyslednice pruznych sil, jde tedy o soustavu
pruzné vdazanych (linedrnich harmonickych) oscildtorii .

V rovnovédzném, klidovém stavu je jisté soucet vSech pruznych sil na libovolny hmotny bod roven nule.
Kdyz ovSem vychylime tento bod zrovnovazné polohy (a on pak vlastné zacne kmitat), poruSime
rovnovéhu sil nejen u vychyleného bodu, ale i u bodl sousednich — ty se tedy za¢nou také pohybovat — a
tak vyvoldvaji pohyb dalsich svych sousedu .....

.... pocatecni vychylka (kmity, rozruch) se tak ,,Sifi* na vSechny strany .... aZ po n¢jakém Case budou
kmitat v§echny body soustavy.

Pojem vIlnéni oznacuje kmitani celé soustavy pruzné vazanych
hmotnych bodi.

Fyzikédlni popis vInéni tedy musi obsahovat matematicky vztah pro kmity kazdého bodu soustavy.
Uvazme predevsim, Ze vychylka konkrétniho hmotného bodu z jeho rovnovazné polohy miiZe mit obecné
v prostoru zcela libovolny smér — oznacime ji tedy jako vektor — a bude jisté zdviset na poloze hmotného
bodu a bude se také ménit s Casem :

u = ﬁ(F,f) = L_i(x’ y,z,t) obecnd rovnice vinéni

Obecné vInéni v prostoru tedy musi byt popsdno vektorovou funkci ¢ty proménnych. Ve specidlnim,
jednodussim piipad¢ mize ovSem existovat dvourozmérné vinéni (na plose) :

u = ft(x,y,t)

A matematicky nejjednodussi tvar bude jist¢ mit vinéni bodové iady (viz obrazek, kterou lze dobie
realizovat jako strunu, ty¢, vzduchovy sloupec ...) :

i = ii(x,1)

my ma, ms My ms me m3y wmg

Tento zdpis lze jest¢ dale zjednodusit v ptipad¢ linedrné polarizovaného vinéni , kdy jsou vychylky
vSech hmotnych bodl navzdjem rovnobézné. Vektory vychylek tedy leZi stdle v jedné roving (tzv. rovina

2




polarizace), maji v prostoru stdle stejny smér, a jestlize zndme tento smér, miZeme pak urcovat jen
velikost vychylky, tj. skalar :

u = u(x,1)

linedrné polarizovaného vlnéni (nejjednodussi tvar rovnice vinéni)

——————— i —— o ———— - -

4

/ /
/7 /
_//4 A / ,//bd. rada

rovina :Foearizace

Ze stiedni Skoly uz vlastn€ znate dva druhy linearné€ polarizovaného vinéni :

- pricné vinéni (kmity jsou kolmé k bodové fad¢)

- podélné vInéni (kmity jsou rovnobézné s bodovou fadou)

Sestavme nyni rovnici vinéni pro tento nejjednodussi piipad linedrné polarizovaného a harmonického
vinéni bodové tady:
Pozndmka: Pii zcela exaktnim piistupu by mél sestaveni rovnice vinéni predchdzet teoreticky rozbor linearni

soustavy oscildtordi, kde by bylo matematicky nalezen tvar kmitt kazdého oscildtoru — viz dalsi kapitola
,.Linearni fetézec oscilatori®.

Bodovou fadu ztotoZznime s osou x a budeme predpoklddat, Ze vySe zminény pocatecni rozruch nastane
v bodé 0 této osy jako disledek plisobeni né&jakého zdroje kmitii. Pfedpokladejme ddle, Ze tento zdroj

Vv s

bude pohybovat s bodem 0 nejjednodussimi harmonickymi kmity :

uy = A-sinwt

kmity zdroje

u C
—
m %
- >
X
2dro 0
kmitd ~— v

ardha x



PruZznymi vazbami (mezi jednotlivymi hmotnymi body) se postupné uvadéji do pohybu (rozkmitavaji se)

sousedni body - fikdme, Ze rozruch (harmonické kmity) se §ifi (postupuje) od zdroje po ose X néjakou
rychlostic ....... vznika tak postupné vinéni v bodové radé .

Sledujme jeho Sifeni v kladném sméru osy x a poloZzme si otdzku, jakd bude vychylka libovolného
hmotného bodu m v misté o soutfadnici X :

Tento bod ovSem nezacne kmitat soucasné€ se zapnutim zdroje, ale s ¢asovym zpozdénim — aZ po uplynuti
urcité doby, za kterou se kmity (rozruch) dostanou do daného mista.

Voo v v

K urceni této doby musime znat jiZ zminénou rychlost $ifeni rozruchu ¢ — je to rychlost $ifeni urcité
vychylky, kterd je ddna urcitou velikosti faze kmitli — miZeme ji tedy oznacit jako rychlost postupu mista
stejné faze — tzv. fdzovd rychlost vinéni.

Potom bude ¢asové zpozdéni kmitl v misté¢ x ddno prob&hnutou drahou (délky x) a konstantni fazovou
rychlosti podle vztahu (pro rovhomérny pohyb) :

casové zpoZdéni kmitu

AZ po uplynuti této doby nastane v misté¢ x stejnd vychylka jako v pocatku, ale ve zpozdéném
(posunutém) Case :

u = u(xt) = A-sinw(t-1)

Po dosazeni za Casové zpozdéni vznikne zdkladni matematicky zdpis postupného harmonického
linedrné polarizovaného vinéni v bodové radé (postupujiciho v kladném sméru osy x) :

ulx,t) = A-sinw "
c

A po rozndsobeni dostaneme dal$i pouZivany tvar :

- X

ulx,t) = A-sin| w-t -
c

Proved’me podrobné;jsi rozbor rovnice vinéni jako funkce dvou proménnych :

1) Pro x = konst.

tato rovnice vyjadifuje harmonické kmity hmotného bodu v misté x — tak byla rovnice vinéni vlastné
vytvofena. Pro toto zadané misto je cely druhy ¢len v zavorce konstantni a vytvéii vlastné fazovou
konstantu kmitt :

u(x,r) = A-sin a)-t—M = A-sin(a)-t+(00) = ult)
c



Vidime, Ze fdzova konstanta je zdporna :

- X

@ =

Cc

To ndm jasné potvrzuje, Ze kmity v misté x jsou skute¢n¢ zpozdéné oproti kmitim zdroje v pocatku osy x
(viz obr.) :

-
.
-
-
- S —

Z obrazku je vidét, Ze ,,pocatek* sinusovky je posunuty (opozdény) o ¢as ¢, pro ktery plati (je to nulovy
bod funkce sinus) :
a-Xx
@1 — =0
C

Vypocitime-li z rovnice tento ¢as, miZzeme spokojené konstatovat, Ze je praveé roven ¢asovému zpozdéni
kmit v misté x - coz byl také nas vychozi predpoklad pii sestaveni rovnice kmiti :

’ X
[:—:—@

c @

Rovnice vInéni tedy popisuje vychylku hmotnych bodu v libovolném misté — jsou to (harmonické) kmity
stejné frekvence a amplitudy jako kmity v pocatku osy x, ale fazové zpozdéné v dusledku casového

zpozdéni pii postupu vinéni (fizovou rychlosti ¢).

Neni vlastné ani principidlné dilezité , aby v po¢dtku osy X (v bod& 0 ) byl zdroj kmith — miZze byt

kdekoliv jinde (vlevo na ose x), dilezity je smér postupu vIinéni — zleva doprava, (v kladném sméru osy x)
— ktery vytvaii ono fadzové zpozdéni kmiti v misté x oproti bodu 0 (obecnéji — oproti bodu vzdalenému o
X).

Pak je také ziejmé, Ze v ptipad¢ opacného postupu vinéni (se zdrojem nékde daleko v pravé €asti osy X)

budou kmity v misté¢ x naopak pfedbihat kmity v bodé O ... druhy ¢len v argumentu sinu musi proto
zmeénit znaménko :




u(x,t) = A-sin a)-t+w

c vinéni postupujici v zdporném sméru osy x

2) Prot = konst.

bude rovnice vInéni ukazovat vychylky vSech hmotnych bodt v jednom daném case, bude to tedy jakasi
,fotografie® vinéni v tomto Case, kterd ndm ukéze prostorové rozlozeni naseho vinéni.

Pro dany cas 7 je nyni v zdvorce konstantni prvni ¢len (ozna¢ime ho jinym pismenem, nebot’ to neni
standardni fazova konstanta ¢asovych kmitl) :

. - X . w-Xx
u(x,t)= A-sinfo-t———| = A-sinfa——— | = u(x)
c c

Budu doufat, Ze laskavy Ctenadr spravné matematicky zhodnoti tento vyraz a konstatuje, Ze jde opét o
obecnou sinusovku, ale nyni s proménnou X.

Periodu této sinusovky oznaéime A (bude to vzdalenost mezi misty stejné faze vinéni, tzv. vinovd délka) a
stanovime ji z obecné definice periody funkce jako (nejmensiho) intervalu proménné, po kterém se vzdy
opakuje hodnota (pribéh) funkce :

u(x) = ulx+ 1)
Maéme tedy :

x| a_a)-(x+ﬂ.)
c c

A-sin| o —

Hodnoty funkce sinus se opakuji s periodou 2, tj. rozdil obou argumentl (v zdvorkdch) se musi rovnat
této periode¢ :

a_ﬂ — a_w — 272'
C C

Po tprave :

oA _

C

27

A s vyuzitim znalosti o thlové frekvenci miizeme stanovit vztahy pro vlnovou délku :

_2rc 27 ¢C c

2 — _
W 2n-f  f

vinovd délka




Vinovd délka je perioda ,prostorové casti“ rovnice vinéni, je to vzddlenost mist stejné faze kmitd.
Z posledniho vyrazu pak miZeme vidét dal$i fyzikdlni smysl této veliCiny — je to drdha (vzddlenost),
kterou probéhne vInéni za dobu periody 7'

(za kterou se uskutecni pravé jeden cely kmit a na probéhnuté draze se tedy rozloZi pravé jedna kompletni
vina).

U
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Nékdy se také pouZziva veliCina :

1 vinocet

jako podil jednotkové délky a délky jedné viny — muzeme ji tedy také chdpat jako pocet vin na
jednotkové vzddlenosti.

Vratme se nyni k poslednimu tvaru nasi rovnice vinéni :

u(x,1) = A-sin(a)-t—w.xj

c

A provedeme posledni formalni dpravu — podil thlové frekvence a fazové rychlosti oznac¢ime jako novou
konstantu :

0] 2. f 2.7
k =— = = 1 =270 tihlovy vinodet
C C

Nézev této veliCiny vyplyva z jeji velikosti, rovné 2n-ndsobku obycejného vlnoctu.

v v s

Vznikl tak nejznaméjsi, formalné nejjednodussi tvar rovnice postupného harmonického vinéni v bodové
fadé :




ulx,t) = A-sinlow-t—k - x)

Na zavér tohoto odstavce mizeme posoudit rizné varianty rovnice vinéni, napf. jak by se zménila
v ptipad¢, Ze by kmity zdroje obsahovaly né¢jakou nenulovou fazovou konstantu :

uyg = A-sinlw-t+qy)

Pak by se zfejmé tato konstanta beze zmény ,,prenesla” do kmitli v dalSich mistech bodové tady :

u(x,1) = A~sin(a)'t—k-x+(00)

Nezapomente také na uvahy pfi rozboru rovnice vinéni, Ze v pifipadé opac¢ného postupu vinéni (v
zaporném sméru osy X) nastane zména znaménka u prostorové ¢asti argumentu :

u(x,t) = A-sinl@-t+k-x)

Protoze rovnice vinéni je v podstaté rovnici kmitl, 1ze pro ni psat analogicky komplexni zapis jako pro
kmity :

R _ tilottkx+g,)
u(x’t ) = A-e 0 komplexni tvar vinéni

Posledni uvaha o variantich rovnice vinéni by se tykala moZnosti, Ze kmity zdroje by nebyly harmonické,
ale mély by zcela obecny priubé¢h (i neperiodicky), popsany né€jakou libovolnou funkei ¢asu :

ug = f(r)

Pak by samoziejmé v bodové fadé€ vzniklo také neharmonické postupné vinéni, které by popisovala stejnd
funkce f's argumentem, ktery by vyjadfoval ¢asové zpoZd'ovani nebo piedbihdni kmitd v mist& x oproti

mistu 0 :

neharmonické postupné vinéni

Vinéni v prostoru

Umistime-li zdroj kmit v néjakém misté¢ 3-rozmérného pruzného hmotného prostiedi, pak se ovSem
vznikly rozruch §ifi pomoci pruznych vazeb céastic na vSechny sousedni body , tj. do vSech smért v
prostoru, do vSech bodii tohoto prostiedi.
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Mista, do nichZ se vinéni rozsiii v riznych smérech za tutéZ dobu, leZi jisté na néjaké spojité plose — tzv.
vinoplocha . Vychylky (kmity) vSech bodl na vinoploSe jsou stejné ¢asove (tedy i fazoveé) zpozdéné
oproti mistu zdroje, maji tedy stejnou velikost i stejnou fazi.

VInoplocha je geometrické misto kmiti stejné faze

Poznamka: VInoplochy existuji v kazdém case, je jich tedy nekone¢né¢ mnoho, zakreslujeme vsak jen nékteré, napt. takové,
které jsou od sebe vzdaleny o vinovou délku.

Pfi popisu vinéni také uzivdme pojem paprsek — rozumime tim piimku, kterd lezi ve sméru postupu
vInéni v daném misté. Paprsky jsou kolmé k vinoplochdm, jsou to vlastné jednoduché bodové fady.

Vlnoplochy maji obecné libovolny tvar. Je-li v§ak hmotné prostiedi izotropni — tj. vinéni se $iti ve vSech
smérech (od zdroje) stejnou fazovou rychlosti — pak vznikaji kulové vinoplochy — a viny (vinéni) také
nazyvame kulové - jde vlastné o nejcastéjsi tvar vinoploch v piirod¢.

Uvazme dile, Ze ve velké vzdalenosti od zdroje maji kulové vlnoplochy velky polomér — v mens$i
objemové ¢4sti prostiedi je tedy lze povazovat za rovinné vinoplochy. To plati tim piesnéji, ¢im mensi
¢ast objemu sledujeme a v limité pro nekonecné malou (diferencidlni) ¢dst prostoru mizeme vlastné

vvvvvv

druhem vinéni.
Odvodime proto rovnici tohoto vinéni.

Predstavme si nejjednodussi situaci, Ze rovinné vinéni postupuje ve sméru osy X . Tato osa je tedy jednim
z jeho paprski a rovinné vinoplochy jsou k ni kolmé. Do obrazku zakreslime pouze dvé vinoplochy —

jednu jdouci pocédtkem O (je to vlastné roviny yz) a druhou ve vzdélenosti x od pocatku :

#Y

i [ ?GP"LY
X
' T
0 | x
vtnoplocha
Zz
: X ;
———— —!

Vime, 7Ze na vinoplochich maji vSechny body stejnou vychylku, kmitaji se stejnou fizi. Na prvni
vlnoplose jdouci pocdtkem 0 maji tedy vSechny hmotné body stejnou fazi jako v bodé O a vSechny body

na druhé vlnoploSe maji stejnou fazi jako bod na ose X, tj. stejné fazové zpozdeni jako tento bod.
Situace na celé této vinoploSe je tedy stejnd jako v misté x na bodové fadé (na ose x, i na jakémkoliv

paprsku). Potom rovnice vinéni v bodové fadé, kterd popisuje kmity v libovolnych mistech osy X, je také
soucasn¢ rovnici pro vlnoplochy jdouci témito misty a je tedy nejjednodussi rovnici prostorového vinéni,
rovnici postupného rovinného vinéni (linearné polarizovaného), jdouciho ve sméru osy x :
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ulx,y,z,t) = ulx,t) = A-sinlw-t—k - x)

rovinnd vina ve sméru osy x

Pozndmka : Rovinnou postupnou vinu také samoziejmé popisuji vSechny obecnéjsi tvary, které jsme doplnili u bodové fady —
tj. s ptidavnou fazovou konstantou, zména znaménka pfi opacném postupu vinéni, komplexni tvar, neharmonické vinéni.

Vinovd rovnice

Rovnice jakéhokoliv vInéni je principidlné vzdy rovnici popisujici pohyb hmotnych bodl (dané létky,
soustavy) a je ji tedy mozno nalézt feSenim Newtonovych pohybovych rovnic. Sestaveni téchto rovnic
vSak jist¢ neni jednoduchd zalezitost. Pruzné hmotné prostiedi, které je pfedpokladem pro existenci
vinéni, je specidlni soustavou hmotnych bodi, kterd se pohybuje ,,nestandardnim® zpiisobem — vlnéni
jisté¢ nelze vyjadrit pomoci translace a rotace a pouZit impulzovych vét, protoZe tyto véty neobsahuji
vnitini vazebni sily, které jsou pro vznik a existenci vinéni zdsadn¢ dulezité. Exaktni stanoveni pruznych
vazbovych sil je pak velmi komplikované, nebot’ tyto sily zdviseji na struktuie latky a vlastnostech jejich
castic.

Je proto velmi vyhodné, Ze se podafilo nalézt ,ekvivalentni pohybovou rovnici“, kterd neobsahuje
materidlové a strukturni parametry pruzného prosttedi — tzv. vlnovou rovnici.

Provedeme odvozeni této rovnice pro zdkladni druh vInéni - rovinné viny postupujici ve sméru osy X :
u(x,r) = A-sin(@-t—k-x)

Proved’'me nejprve dvakrat derivaci (parcidlni) podle ¢asu :

a_u =A-w-cos(w-t—k-x)
dt

o%u 2 .

) =—A-0° -sin(lw-t—k-x)
ot

A potom dvakrat derivaci podle soutadnice :

U A (k)-cos(@-t—k-x)
0 x
0%u 2.
=—A-(—k)" -sin(w-t—k - x)
-~ )" -sin(

Ze druhé Casové derivace vyjadiime funkci sinus :

1 9%u

sinl@-t—k-x) = — :
A-w® 91

a dosadime do posledniho vztahu pro druhou prostorovou derivaci :
10



0%u
d x>

—1 -azu B kzlazu

= —A-(-k)*- -
A-@* dt? w® 9t°

Jestlize pouzijeme defini¢ni vztah pro thlovy vinocet :

2 94 2 vlnovd rovnice (nejjednodussi tvar)
C

Tato rovnice je skuteéné ekvivalentni k pohybové rovnici, nebot’ na jeji jedné (pravé) strané vystupuje
druhd derivace vychylky podle Casu, tj. zrychleni kmitajici ¢astice (elementu) hmoty, pisobici sily se
vSak podafilo vyjadfit druhou parcidlni derivaci podle soufadnice a fazovou rychlosti vinéni (ta jedina
zavisi na vlastnostech prostredi).

Rovnice vinéni je pak feSenim vlnové rovnice. Je velmi pozoruhodné, Ze vlnovou rovnici spliluje i
postupné neharmonické vinéni libovolného tvaru (zkuste sami dosazeni) :

u = f(tizj
c

Bez odvozovani si uvedeme, Ze vlnova rovnice jeSté mize byt ddle zobecnéna pro linedrné polarizované
postupné vinéni v libovolném sméru — pak se na levé stran¢ objevi dalsi parcidlni derivace podle y a 7 :

°u  9°u  9u 1 &

+ + =
ox? 9y? 9z2 & ar?

Levou stranu je mozno formaln¢ zjednodusit vyuzitim Laplaceova operitoru :

°u  %u  d%u

Au = + +
ax> 9y’ 97’

Pak dostaneme :

2
c® ot

Woev s

A v nejobecnéjsim piipad¢ nepolarizovaného vinéni, kdy vychylky hmotnych bodi je nutno vyjadrit jako
vektory, se vInova rovnice stane rovnici vektorovou :

11



Au =

vinovd rovnice (obecny tvar)

1 o
2 dt

Matematicky jde o parcidlni diferencidlni rovnici 2.fddu. Zasadné dilezité pak je, Ze i kdyZ byla tato
rovnice odvozena pro rovinné viny, plati pro jakékoliv vinéni, nebot’ jako kazda rovnice s diferencidly
plati jen pro diferencidlni — nekone¢né€ malou — ¢4st prostoru, pro dané (prakticky bodové) misto, kdy 1ze
jakoukoliv vlnoplochu povaZovat za rovinnou.

Skladani (interference) vinéni

ProtoZe vinéni je ve své podstaté kmitdni hmotnych bodl, nemiiZe nds prekvapit, Ze existuje jev skldddni
(n€kolika) vInéni od riznych zdrojd, ktery neznamend nic jiného nez skldadani nékolika riznych kmitd
(vychylek) v urc¢itém (libovolném) miste.

Podle principu superpozice mechanickych pohybt se napiiklad dvé okamzité vychylky hmotného bodu
v daném misté¢ od dvou vInéni (tyto vychylky jsou ureny rovnicemi vilnéni) seCtou — v nejobecnéjSim
piipadé vektorové — do vysledné vychylky hmotného bodu a vznikne rovnice vysledného vinéni :

i(x,y,2.t) = ii;(x, y,2,0)+ii(x,y,2.1)

Nejjednodussi bude ovSem interference dvou stejné linedrné polarizovanych rovinnych vin stejné vinové
délky postupujici ve stejném sméru osy x. Pak totiZz s¢itdme pouze skalary, a protoZe rovinné vlny se
popisuji stejnymi rovnicemi jako bodové fady, miZeme tento problém pievést na interferenci vinéni
v bodové tadé :

Ptredpokladejme tedy, Ze v bodové fad¢ existuji na dvou mistech (O; a O,) dva zdroje vinéni, které kmitaji
se stejnou periodou, maji stejny smer kmitani a stejné faze (nebo alespon konstantni fazovy rozdil) — to
jsou tzv. koherentni zdroje :

M](OJ) = A]'Sil’l(()t
u(0,) = A, -sinwt nebo u, = A,-sin(@-t+q,)

Xz,
— .- 1
O, 0, m x
: - - -
— J
XA

e

V kladném sméru osy x se potom §iti dvé stejné linedrné polarizovand vinéni stejné vinové délky. Fizova
zpozdéni obou vInéni v libovolném bodé m dana probéhnutymi drahami obou vinéni ( x;, X, ) pak urcuji
rovnice obou vinéni, tj. okamzité vychylky v tomto bodé :

12



u](x,t) = A -sin(a)-t—k-x])

u2(x,t) = A -sin(a)-t—k-xz)

Vysledna vychylka bodu m je pak jejich skalarnim souctem :

u(x,t) = u;(x,t)+uy(x,t) = Ay -sin(l@-t—k-x;)+ A, -sin(@-t—k-x,)

Ve sledovaném bod¢ m, tj. pro zadané hodnoty x; a X, tato rovnice znamena ,,obycejné* skladani dvou

rovnob&nych kmiti_stejné frekvence sriznymi amplitudami (A;, A;) a s riznymi fazovymi
konstantami :

¢ = —k-x
¢y = —k-x;

Vv s

A miZeme tak v plné mite aplikovat nase diivéjsi poznatky o skladani rovnobéznych kmiti :

Vysledné kmity (vInéni) jsou opét harmonické, stejné frekvence (vinové délky) s vyslednou amplitudou a
fazovou konstantou, které se urci napt. grafickou metodou pomoci komplexnich amplitud.

Velmi Casto zajimaji fyziky i techniky, stejn¢ jako pfi sklddani kmitd, extrémni vysledky :

a) Vime, Ze pro maximum_interference plati podminka na fazovy rozdil kmitt :

¢o;,—-¢, =tn2x , n=0,1.2..

Jestlize dosadime za fazové konstanty a uhlovy vlnocet :
~k-x;—(~k-x,) = tn-2z

k-(x,—x;) = tn-27x

2'7”'()62—)6]) = *tn-27

Pak po vynasobeni vinovou délkou (a vykraceni) dostaneme :
Xo—x; = *n-A

nebo :

‘x] _xZ‘ =n-A=2n podminka maxima interference

A
2

Vyraz na levé stran¢ je rozdil vykonanych drah — drdhovy rozdil vinéni — a pro dosaZeni maximalni
vychylky (rovné souctu obou amplitud) musi byt roven celociselnému ndsobku vinové délky (sudému
nasobku poloviny vinové délky).
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b) Pro interferenéni minimum pak z obecné podminky na fazovy rozdil kmith plati :

g —¢, = t2n+1)-r , n=0,12.
Dostaneme analogicky :

2'7”-(x2—x1) = +(2n+1)-7

a nakonec :

‘x] —xz‘ = (2n+1)-§

Dréhovy rozdil vinéni se tedy musi rovnat lichému nasobku poloviny vlnové délky.

(konec kapitoly) K. Rusnak, verze 01/2005
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