Grafove algoritmy

Programovaci techniky

Grafy — Uvod - Terminologie

Graf je datova struktura, sklada se z mnoziny vrchold “V”
a mnoziny hran mezi vrcholy “E”
Pocet vrcholl a hran musi byt kone¢ny a nesmi byt
nulovy u vrcholl ani u hran
Grafy
— Orientované — hrana (u,v) ozna¢ena Sipkou u->v
— Neorientované — pokud ex. (u,v), existuje také

(v,u)
Souvislost — graf je souvisly, jestlize pro vSechny v(i) z V
existuje cesta do libovolného v(j) z V, nesouvisly graf je
rozdélen na komponenty
Strom — graf, ve kterém pro kazdé 2 vrcholy existuje
pravé jedna cesta

Grafy — Uvod - Terminologie
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Grafy — Uvod — Reprezentace grafu

Incidenéni matice: Incidenéni matice (Incidence matvix)
— orientovany graf G=(V.H.zé)

[ 1 jesthzeSvel :eliy) =(u;.v)
ap =1-1 jesthze3v el :e(hy) = (v.u;)
| 0, jinak
o velikost incidenéni matice | F1H|
* Casova sloZitost ovéfeni (ij)=H je O(H)
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Matice ~ « Plexova struktura
sousednosti i cans CEEEEE =
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. Pro neohodnoceny  ismiin AR « => Muzeme ménit poCet hran i vrcholl
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Hledani nejkratsi cesty - v neohodnoceném grafu

Prohledavani do Sirky

1. [Inicializace]
for ¥V={r} do
begin dosazen[v] = £alse: pocet-hran-od-r[v] = w: predchiidce[v] =nil
end:
poéet-hran [r] = 0: dosazen[r] =true: FRONTA = (),
while 2. [Test ukonceni] FRONTA = () do
begin 3. [Volba vrcholu se zaéatku fronty]
v = zaé-fronty;
4. [Postup do 5i7ky]
for ¥V (v) do  { V(v) — ve verzi pro neorientovany graf }
if not (dosazen[w])
then begin dosaZen[w] :=trus: predchidce[w] =v;
pocet-hran-od-r{w] =pocet-hran-od-r[v]+1:
FRONTA := FRONTA + (w)
end:
FRONTA = FRONTA - (v)
end:

Prohledavani do hloubky

for VveVdo
begin stav[v] := nedcsazen: predchiidce[v] =nil
end:

i=0;

POSTUP-DO-HLOUBKY(r)

procedure POSTUP-DO-HLOUBKY (v)
i stav[v] = vien: i:=i+l; poprvé[v] =17 |
for Ywels (v) do { V& (v) — ve verzfipro neorientovany graf } !
if stav[wl=nedosaZen
then begin predchiidce[w] = v:

POSTUP-DO-HLOUBKY (s

end:
stav[v] := zavien: i:=it+l; naposied[v] =i
Pozndmka:
® vrchol v ve stavu zavien

... viichni naslednici (sousedé) vrcholu v uz jsou prozkoumani
® vrcholy ve stavu otevien

... zasobnik rekurzivnich volani
e ie<L2V>

* poprvé[v] < naposled[v]

Poznamka - Hledani do hloubky
(backtracking) - upgrade

— Ofezavani
+ pokud vidim, ze v n jakém uzlu (stavu) prohledavanim
jeho naslednik UR IT nenajdu eSeni, neprohledavam
dale, ale vratim se o urove vys
— Priklad — v grafu projit vSechny uzly a a neurazit pfitom délku
vétsinez D
— Heuristika

* Up ednostnim n jakého naslednika mezi jinymi, podle
n jakého kritéria, které mi SNAD urychli hledani esSeni
— Priklad(negrafovy) — proskakat Sachovnici koném — pujdeme
na ta pole, z kterych budeme mit nejméné moznosti dalSiho

skoku

- A* algoritmus — zahrnuje prohledavani do $ifky i do
hloubky s heuristikou i ofezavanim, viz dale.

Hledani nekratSi cesty v
acyklickém orientovaném grafu

DAG (directed acyclic graph) shortest path
algorithms

Jaka je nejkratSi cesta z A do J v tomto
obrazku?




Oznacime: . ; Y = i
1. etapa: A je nejkratsi cesta mezi uzly S a J, plati
2, etapa: B, ‘ . ‘ ‘
c, D jl\bJ = I:l.lJ.Ll {Usz-l- JJ.H'J-(ZJ}
3. etapa: E, nodes Fin shage j41
F, G ava ¢ g ”
4. etapa: H, Kde c,, udava spocteny “oblak hran” SZ.

5. etapa: J

+ Za nemes f5(J)
- Etapa4
- Zde se nic nerozhoduje, jen Sa | esz, + fal Za) | f2{ Ba) | Decision
prejdeme do J. Tim, Ze jdeme do H 1 Go to
J tedy dostavame f,(H)=3 a E| 4 8 4 H
fi(1)=4. F| o 7 7 1
+ Etapa 3 (viz tabulka S,) G| & 7 6 H
- .é'ak|_|spock:‘:’|'tag| f3|(F). Z F muZeme jit
o Hnebodol. -
* Hrana do H ma hodnotu 6, #a GES‘Z“; fa(éﬂ) fl#) Dézméou
nasledujici je f,(H)=3. Celkem 9
tedy 9. B |11|11| 12 11 EorF
+ Hrana do | ma hodnotu 3, Cl7 19| 10 7 E
[}asledupu je f4(1)=4. Celkem tedy D|2 |8 11 5 EorF
— Jakmile se tedy dostaneme do F,
je nelepsi jit pres | s vydanim = 7. 51 [ esz + f2{7) | F2(51) | Decision
— StejnéproE, G. B]C] D Go to
* Pokra ujeme takto az do etapy Al 11 [ 11 [CorD

Hledani nekratsSi cesty v
acyklickém orientovaném grafu

» Graf je kvUli své struktufe rozlozitelny na etapy

| S oo .
resi nas problém.

DAG — reSeni ulohy

Necht’' S udava uzel v etapé j a f(S)

Timto dostavame rekurentni vztah, ktery

DAG shortest path

+ SloZitost hledani — O(n+m)
* NejdelSi cesta v grafu

FC, =0
E(-_"u.! mMariy el (E(_'v f Caran ]

Pouziti:
* napr. diagram c¢innosti — ukazuje nejkratsi ¢as ukonéeni projektu

* vzdalenost mezi mésty atd.

Dijkstrav algoritmus

* Hledani nejkratsi cesty v
ohodnoceném grafu z
vrcholu s do vrcholu ¢

* P edpokladame:

— Graf je souvisly
— Neorientované hrany

— Ma nezaporn ohodnocené
hrany

Z navstivenych vrchol vytva ime mrak. Zpo atku mrak
obsahuje po ate nivrchol S, postupn p idavame uzly az do
nalezeni cilového uzlu

V kazdém kroku - p idame do mraku vrchol vvn mraku s
nejmensi vzdalenosti d(v) (prioritni fronta)

Opravime vzdalenosti vrchol sousedicich s v (vede asto k
relaxaci hran)



for VieV do Piiklad 7.1
begin d[i] :=w(s. 7): V nésledujicim grafu najit nejkratdi cestu z vrcholu 1 do vrcholu 8.
oznacenoli] = £alse;
if w(s.7) <o then pred[i] =5

1 2 3 456 7 8
end; © 2 ©® 1 ©® 3 o oo
oznacenols] = true; 2 m S m w2
konec = false: © 0 x 8 0 @ w 6 3
celkova_deélka_cesty = ; 1 68 x 6 7 6 = 4
repeat min = 0; © 3 9 6 » 0 1 0|35
{imin =1 (1) mot oznaceno[i| A (Z) d[i]=mun {d[u]} <o { hladovy postup | 3o®7 9 o9 o6
if imin=0 ® oo 619 x 37
® o 6 © 9 » 3 o« §

then konec = true { cesta nenalezena, pro viechny neoznacené vrcholy d[i]=w }
else if imin=1
then konec = true { cesta nalezena }
else begin oznaceno[imin] ;= trus:
for i € {not oznaceno[i]} do

if dlimin] +wlimin. i]) < d[i].
then begin d[i] := d[imin] + wlimin, i]:
pred[i] = imin
end { relaxace }

end
until konec:
{ if imin = t then celkovad_délka_cesty = d[imin] } { Dijkstras —>1t}

vzit 4 a oznacit jej, vzit 2 a oznacit jej.
aktualizovat vzddlenost do 3.5.7 aktualizovat vzddlenost do 5

Dijkstrav algoritmus

* Relaxace hran

— Relaxace hrany e
upravuje vzdalenost
d(z) takto:

vzit 6 a oznadit jej. nejmensi vzdalenost z neoznacenych
Zddné vzddlenosti se neaktualizuji vrcholit mad 5. oznadit jej.
aktualizovat vzdalenost do 7.8

d(z)—min{d(z),d(u)+weight(e)} ﬂ

vzit 7 a oznacit jej.
aktualizovat vzddlenost do 8

Nejkratéi cesta z vicholu 1do 8je: 1-2 -5-7-8



Floyd-Warshalluv algoritmus

 Algoritmus hledajici minimalni cestu mezi vSemi
pary vrcholl (all-pair shortest path algorithm)

* Vhodny pro husté grafy — v tom pfipadé rychlejsi
nez Dijkstra opakovany pro vSechny vrcholy

* Pracuje s matici sousednosti

« Slozitost O(n3)

* Mudzeme stanovit max. pocet vrchold, pres které
se jde

» Je technikou dynamického programovani — viz
dale

FLOYD-WARSHALL(G.d,mezi)
vstup :  souvisly graf G= (V. H) s nezdpornym ohodnocenim hran w: H(G) =»R™:
vystup : d[i.jl.ij €V
mezi[i,j]. i.j €V;
fori:=1to|V] do
forj :=1to |V do
begin d[i.j] =w[i.j]:
mezi[i.j] =null
end:
for k=110 |V] do
fori=1to|V] da
forj=110|V] do
if d[i, k] +d[k.j] < d[i.j]
then begin d[i j] =d[i. k] +d[k.j]:
mezili,j] =k
end;

Matice sousednosti je ulozena ve w

d je matice aktualné spoctenych nejkratSich vzdalenosti

mezi je matice nejkratSich mezicest, je nainicializovana na -1 (null)

V kazdém kroku algoritmu zjistuji, jestli existuje mezi vrcholy i,j kratSi
cesta pres vrchol k, pokud ano, nastavim vzdalenost v d[i][jl na novou
velikost a do pathl[i][jl zaznamenam vrchol k

Floyd-Warshalluv algoritmus

« P iklad - je dana matice sousednosti grafu. FW algoritmem
naleznéte nejkratsi cestu mezi vdemi vrcholy

1]2|3]4| 1|2ﬁi| 1]2]3]4] 1]2]3]4]
1o+ 2 [1]0 Nl 2 1lolN 12 [1]o N1 2
2[n o0 s 1 gf2[nosig o [2Jlo]s 12 o3
31305 [3/1305 311305 [3[1305
[4]2 150 (42150 4]2 150 [4)2150
(oij)=(1,1,2)  (k,ibj)=(1,1,3) (Wisi)=(1,2,2)  (kyinj)=(1,2,3)
O+"N” <“N*?7  0+1<17 “N7+7N"<0?  7N"+1<3?

*NENi *NENiI +NENI <NENi

Floyd-Warshalluv algoritmus

« Priklad - pokraCovani Nova d
1]2]3]4]
1_0 N 11[2
112|134 112|134 2|NO0 3 1
10|N|1|2| 10|N|1|2| 5.3 03]
= = [2/No3 19 [2[Nno0 3 A2 150 N
3 3@5 3 3 0 Nova path -
4|2 150 4|2 150 1 ]2 3[4 |
1—-1 -1 -1 -1 Kratsi
rasn O [ e
*NENi *JE 4 |1 1 1A




Floyd-Warshalluv algoritmus

» Rekonstrukce nejkratSi cesty mezi i,

—V mezi[i][jl je index vrcholu k, pfes ktery se
ma jit. Pokud k neni -1(null) podivam se do
mezi na nejkratSi cestu mezi i,k a k,j

— Toto opakuji rekurzivné dokud nenajdu
mezi[i][j] == -1.

Minimalni kostra grafu

» Algorimus na hledani minimalni kostry grafu
(Minimum Spannig Tree)

Kostra grafu:
— minimalni souvisly podgraf, ktery obsahuje vSechny vrcholy
— neobsahuje cykly — je to strom

Definice: Je dan souvisly graf G, jehoz hrany jsou ohodnoceny
realnymi Cisly, které budeme nazyvat cenami. Kostrou grafu, ktera
ma nejmensi ohodnoceni hran mezi vSemi kostrami, nazyvame
»nejlevnéjsi (minimalni) kostrou grafu®

Aplikace nejlevnéjsi kostry

Elektrifikace izemi

O. Bortivka algoritmus hledani nejlevnéjii kostry objevil jako fefeni konkrétni praktické
ulohy elektrifikace iizemi. V této tiloze obce tvori vicholy grafu, elektricka spojeni hrany a
ohodnoceni hran reprezentuje cenu za nataZzeni vedeni mezi obcemi. Ukolem bylo najit
takové spojeni, aby viechny obce byly piipojeny do elektrické sité a pritom cena spojeni
byla mimimalni.

Sjizdnost silnic

Mame silniéni sit, z niz chceme udrzovat sjizdnou co nejkratéi ¢ast. ktera vzajemné propoji
viechny obce dané oblasti.

Vybudovini zelezniéni sité

Mezi mésty daného regionu mame navrhnout zelezniéni sit tak, aby kazda 2 mésta byla po
zeleznici dosazitelna a piitom naklady na vybudovani zelezniéni sité byly minimalni.

Kruskaluv algoritmus:

[Uréit nejlevnéjsi kostru v souvislém ohodnoceném grafu G=(V,H)]

—

. [Inicializace kostry K.]
VK) =WG). HK)=2: {K=(V.9)}
[Pridani hrany do K]
Necht 5 je hrana s minimalnim ohodnocenim takova, ze hg H(K)

[}

a (V, HK)w{h}) je acyklicky graf.
H(K) = HK)w{h}.
. [Test ukonceni.)
Jestlize |H(K)|= (@) -1. pak K= (V,H(K)). jinak navrat na krok 2.

W

Alternativné:

1. MK) =WG); HK)=HG):. {K=G}

2. [Odebrani hrany z K]
Necht / je hrana s maximalnim ohodnocenim takova, ze heH(K)
a (V, HK)—{h}) je souvisly graf,
H(K) =HK)—{h}.

3. [Test ukonceni.]
Jestlize |H(K)|=(G)| 1. pak K= (V,H(K)). jinak navrat na krok 2.



Borivkv algoritmus Primuv-Jarnikuv algoritmus

[Uréit nejlevnéjsi kostru v souvislém ohodnoceném grafu G=(V,H)]
1. [Inicializace lesa L.] ° Wi
V(L) =WG). HL) =2, {L=(V,2)} Prl klad(1 )
2. [Aktualizace lesa L.]
Pro kazdou komponentu L’ lesa L uréit nejlevnéjsi hranu z hran vychazejicichz L’
k jinym komponentam. Necht' S je mnoZina téchto hran. Pak poloZzme
H(L)=H(L)wS
a ur¢eme komponenty souvislosti v lese L = (V. H(L))
3. [Test ukonceni.]
Jestlize |H(L)=|W(L)| -1, pak K= (V,H(L)). jinak navrat na krok 2.
(Alternativné jestlize pocet komponent je roven 1, pak K= (V,H(L)),
jinak navrat na krok 2.)

Primav-Jarnikuav algoritmus

Primuv - Jarnikav algoritmus

L] -
[Uréit nejlevnéisi kostru v souvislém ohodnoceném grafu G=(V,H)] P rl kI ad pOkra covani
1. [Inicializace kostry K.]
Necht v je libovolny vrchol grafu G .
VIK) = {v}: HK) =2 {K=({v}.2)}
2. [Aktualizace kostry.]
Necht / je hrana s mmimalnim ohodnocenim z hran spojujicich
vrchol ue V(K) s vrcholem ve V(K), pak
VK) = VK)yu{v}: HK) =HK)u{h}
. [Test ukonéeni.]
Jesthize |H(K)=T(G)|-1. pak K= (V,H(K)). jinak navrat na krok 2.
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